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Introduction

La théorie des ondelettes est récente : elle est née au milieu des années

80. Et pourtant, elle est déja utilisée dans de nombreux domaines qu’ils soient
théoriques ou pratiques : analyse harmonique, vision par ordinateur, traitement
du signal, compression d’images, analyse de turbulences, etc.. Son succés est di
a son adaptativité aux données et a sa facilité d’implémentation.
Une ondelette est une onde "localisée". Lorsqu’on décompose une fonction en
séries de Fourier, on la décompose en fait en fréquence. La décomposition en
ondelettes ajoute une dimension, la décomposition est double : en fréquence
mais aussi en espace. Une fonction est ainsi représentée comme une somme
d’oscillations de fréquences précises se produisant & un endroit précis, c’est-a-
dire une somme d’ondelettes. C’est pour cela que cette théorie représente "bien"
les données.

Ici, nous allons d’abord expliquer comment on obtient cette décomposition
spatiale et fréquentielle & ’aide de ce qu’on appelle une analyse multirésolution.
Puis nous chercherons & construire une base d’ondelettes c’est-a-dire une famille
d’ondelettes permettant de décomposer toute fonction.

Dans un deuxiéme temps, on introduira les espaces de Besov, espaces de fonction
particuliérement adaptés & l'approximation par ondelettes et nous donnerons
un théoréme qui permet d’approcher une fonction par une somme finie d’onde-
lettes.

La troisiéme partie sera consacrée a 'application de cette théorie aux statis-
tiques. On utilisera les théorémes précédents pour estimer une densité inconnue
ou pour débruiter un signal. Il existe en fait différents estimateurs selon la facon
dont on tronque la série d’ondelettes. On terminera en comparant graphique-
ment ces différentes estimations.



Chapitre 1

Décomposition en ondelettes

1.1 Analyse multirésolution

On considére Lo (R) 'espace des fonctions a valeurs complexes sur R de carré
intégrable muni du produit scalaire

(f.9) = / Y @,

Définition 1 Une famille de fonctions (p)rez est appelée famille orthonor-
male si

/Oo o ()i (x)d = Sk,

1 sik=1I
0 sik#1"

Elle est appelée base orthonormale du sous-espace V' de Lo(R) si

VeV, f(x)= chgok(a:) avec Z lex|? < oo

kEZ keZ

ol O =

Soit ¢ une fonction de Lo(R). On pose
oik(x) = 29/20(2x — k),j € Z,k € Z.

On définit les espaces

Vo = [f(@) = Xy cnpla — k), X leal? < oo},

et pour j € Z,V; = {h(z) = f(2’x), f € Vo }.

On suppose que (pox)kez = (¢(. — k))kez est une famille orthonormale. Dans
ce cas pour tout j € Z (¢jk)kez est une base orthonormale de V. On dit alors
que ¢ engendre la suite (V;);ez.

Définition 2 Soit (pok)kez une famille orthonormale de Lo(R). Si les espaces
V; engendrés par ¢ vérifient :
VieZ, V; CVin
U V; est dense dans La(R)

Jj=0



alors la suite (V) ez est appelée une analyse multirésolution (MRA) de Lo(R).

Définition 3 Si (V}) ez est une MRA de Lo(R), on dit que ¢ engendre une
MRA et on appelle ¢ ondelette-pére.

Soit (V;);ez une MRA. Soit W; le sous-espace de Vj41 tel que

Vi€Z, Viy1 =V; & Wj.

On a alors
J
Vier = V;oW; = V,10W;_18W; = ... = VidWod W 1@. . .0W; = Vb@@ W,
=0
D’ou

—_ o0
LR =JV,=VePWw;
>0 =0
Ainsi, en notant pour tout j (vji)rez une base de W;, toute fonction de Lo(R)
peut s’écrire comme la série (convergente dans La(R)) :

F@) =" anpor(@) + DD Bixthjr(x)
p

i=0 k

Les coefficients d’ondelettes sont
o= [ Selpntade., = [ F@inEds

Définition 4 S’il existe une fonction ¢ de La(R) telle que (11 (x))kez = (27/2
(29 — k))pez soit une base de W, alors cette fonction est appelée ondelette-
meére et le développement précédent est appelé développement en ondelettes de

f

Remarque 1 On a fait débuter le développement de Vi mais on peut aussi bien
commencer & un niveau jo arbitraire. Par le méme raisonnement, on obtient le
développement

F@) = ajorpion(®) + D> Bithjn(x)
k

Jj=jo k

Nous avons donc trouvé une décomposition dans une base d’ondelettes. Il
reste cependant a résoudre les problémes suivants :

— Comment trouver ¢ telle que (@ok)kez soit une famille orthonormale ?

— Sous quelles conditions a-t-on Vj € Z, V; C Vj117

— Sous quelles conditions J;5, V; est-elle dense dans Lo(R) ?

— Comment trouver une ondelette-meére 1 7
La section suivante va nous permettre de répondre & ces questions.



1.2 Eléments pour la construction d’ondelettes

Proposition 1 Soit ¢ € La(R). La famille (pox)kez est orthonormale si et
seulement si

S+t =1 (o).

k

ot ¢ est la transformée de Fourier de ¢. ¢ est alors appelée fonction d’échelle.

Démonstration : Remarquons d’abord que

VENVE [z —k)o(x —D)de =6 < VE [ o(x)p(z — k)dz = do

< q(k) =dor o q=¢*p, ¢(x) = p(—x).

On a ¢ = |p|*> € L1(R). D’aprés la formule de sommation de Poisson, les coeffi-
cients de Fourier de la série ), ¢(x + 27k) sont (¢(—k))rez. Ainsi

Do lplx +2mk)P =) a(=k)e™ (p.p.)
k

k

Donc
(¢ok)orthonormale < >, |¢(x +27k) |2 =, Soxe™  (p.p.)
& Yyplé@+2mk)P =1 (pp)
O
Proposition 2 Les espaces V; sont emboités si et seulement s’il existe une

fonction mo 2m-périodique dont la restriction a ]0, 2| est Ly (mg € L5 (R)) et
telle que

R £ ..§
P(&) = mo(3)2(3) (p-p-) (1.1)
Démonstration : 11 suffit en fait de prouver la proposition pour j = 0 (car

Vo cVi=VjeZ, V; C Vi)
Condition nécessaire : Supposons que V5 C V;. Comme ¢ € V7, elle s’écrit

=2 Z hip(22 — k),
hk—\/_/ o(2r — k de|hk|2<oo
En prenant la transformée de Fourier de cette égalité, on a

s e ) —maDed) ()
k

ot my(§) = \/_Zk hre~™*¢ € LE"(R).

Condition suffisante :



Lemme 1 Soit ¢ telle que la famille (pok)kez soit orthonormale. Toute fonc-
tion mg de LY (R) vérifiant (1.1) vérifie

[mo(&)I* + [mo (& +m)* =1 (p-p.)- (1.2)
Démonstration : D’aprés (1.1),
|B(2€ + 2k)|* = mo (& + k) P|2(€ + k).
Dongc, en utilisant la proposition 1, on a p.p.
L= 302 Imo(€+7k)P|p(E + k)|
= S Imo(€ +2al)2|@(€ + 2l ?
+ 3002 Imo(€ + 27l + 7)|?|4(€ + 2l + )|?
= X o GE+2m)Pmo(§)1? + 32 9§ + 2l + 7) 2 [mo(§ + )|
= [mo(&)]> + [mo(& + m)|?

O
On en déduit que mg est bornée. Soit maintenant V; (resp ‘71) I’ensemble
des transformées de Fourier des fonctions de V (resp V7).

feVo= fx Z crp(r — F©) =" ewe™™p(¢)
k

Donc

Vo ={¢—m(6)¢

(&), m € LI (R)}
W= (e~ m()e

Jom € LET(R)}.

On suppose que $(£) = mo(5)@(5) et mo bornée = & - m(28)mo () € L5 (R)
donc Vg C V4. Finalement on a bien Vo C V1. O

Nous avons donc répondu aux deux premiéres questions. Pour la troisiéme
question, on a le résultat suivant que nous démontrerons plus tard (section 2.4)

Proposition 3 Soit ¢ telle que la famille (@ox )kez soit orthonormale et véri-
fiant (1.1), (1.2). On suppose de plus que supessy , |¢(x — k)| < oo et que
IS el@—k)p(y —k)dy =1 . Alors Ujso V; est dense dans Ly(R).

En fait ces conditions sont assurées si on prend ¢ bornée a support compact (ce
qui est souvent le cas dans la pratique). Nous allons maintenant répondre a la
quatriéme question.

Proposition 4 Soit ¢ une ondelette-pére engendrant une MRA de Lo(R) et
mo une solution de (1.1). Alors la transformée de Fourier inverse ¢ de

0 =mi(Spc

5)9(5);

ot m1 (&) = mo(€ + m)e %, est une ondelette-meére.



Démonstration : Nous allons prouver trois points :

1. (Yok)kez est orthonormale :

S [ (E + 2mk) 2 S lma(s + k)25 + k)2

= Yilmo(§ +m+ k)l (5 + 7k)|>

= Zz|m0( + 7+ 2nl)|? |1b( + 27l)|?
+Zl|mo( + 7+ 27l + m)|? |¢( + 27l + )|

= |mo(§ +m)* + Imo($)I* =1 (p-p)
D’aprés la proposition 1, (o )kez est une famille orthonormale.

2. (¥ok) est orthogonale a (¢or) :
Remarquons d’abord qu’il suffit de prouver

Yk / Pz —k)de=0<VEk gk)=pxipk)=0

ot P(x) = P(—x). Soit S(§) = 32, §(€ + 2wk) ot § = $1 = @b, D'apres
la formule de sommation de Poisson, les coefficients de Fourier de S sont

g(—k), k € Z. D’ou

g(k) =0 Vk & S(¢) =0 (p.p.) <:>Z¢ (& +2mk)b (€ + 2mk) = 0 (p.p.)

Or Y, @6 + 2nk)d (€ + 2nk)
= Y5 +mk)mo(5 + Wk)mmo( 4k 4 w)e~ /2 ink
= 5125 + 2nd)Pmo(§ + 2ml)mo(§ + 2ml + m)e /2

-2 |SD( + 27l + 7T)|2m0( + 27l + W)mo( + 2l 4 2m)e /2

= mo(%)mo(% + e /2 — mo( + W)mo( Je /2 =0 (p-p.)
Donc V&, g(k) =0 et V&, VI, [z —k)¢(z —1)dz =0

3. Toute fonction f de Vi a une unique représentation de la forme
= ekplz—k)+ Y bz — k)
k k

ou >, |ex]? < oo et 3, |¢,|* < oo. On sait que
= V2> gp(2e — k) = f(6) = 4(2)(2) (p-p.)
k

Observons maintenant que

1= Jmo($) + ol

FmP = fmo(S)P + (5

ol



done f(€) = q(§)mio(5)@(€) + a(5)m (5)d(€

En prenant la transformée de Fourier inverse de cette égalité, on voit
que f se décompose de maniére unique dans la base ((vor), (Vok))kez-

O

1.3 Exemples de bases d’ondelettes
1.3.1 La base de Haar

Posons
1 sixz€]0,1]

@(2) = Locpo,y = {0 si @ )0, 1]

On voit immédiatement que (¢(. — k))rez est une famille orthonormale. Vj est
en fait Pespace des fonctions de Lo (R) constantes sur les intervalles |k, k+1], k €
Z. Et, pour j € Z, V; est I'espace des fonctions constantes sur les intervalles
]%, ’“;1]. Ces espaces V; sont emboités. De plus, I'espace des fonctions étagées
étant dense dans Lo(R), on a tout de suite U;io V; = Lo(R). Ainsi ¢ est une
ondelette-pére. Posons maintenant

-1 sixz €0, 1]
V(@) =<1 sizeld, 1]
0  sinon

On montre sans difficulté que 1 est une ondelette-meére. Cette base d’ondelettes
est appelée base de Haar.

1.3.2 Une idée de construction : ondelettes de Daubechies

On va chercher des ondelettes telles que $(0) = [¢(z)dz = 1. Puisque

o) = mo(g)cﬁ(%), on va prendre ¢ telle que

26 = [T mo(3)

En choisissant bien my, la série converge sur tout compact et on obtient une
ondelette-pére ¢ a support compact . On obtient ¢ par

) €\ ..§ § _ie/2 &
$(€) = mi(2)(3) = mo(5 + e ?¢(2)
27702 2 2
et cette ondelette-mére est également a support compact. De telles ondelettes
sont trés intéressantes pour I'implémentation informatique. Les ondelettes de

Daubechies sont construites de cette fagon en prenant

2 _ T aN-1 d
Imo(€)[2 = en /g 5in? =1 (2)d



ol ¢y est choisie de telle sorte que m(0) = 1. Ces ondelettes notées D2N ont
les propriétés suivantes :

— Supp(p) C [0,2N —1]

= Supp(y)) C [-N + 1, N|

~ [(z)atde =0 0<I<N-1
Voici D2 qui est en fait la base de Haar.

ondelette-pére ondelette-mére




Chapitre 2

Espaces de Besov et
approximation

2.1 Espaces de Besov
Définition 5 Soit f une fonction de L,(R),1 < p < co. Soit

Apf(z) = f(z —h) = f(z)
et AZf = ApApf. Pourt # 0, on appelle modules de continuité les quantités
sutvantes :
wy(f:1) = supp<ellAnfllp
WZ(fv t) = S'U'p|h\§t||Ai2zf||P
Lemme 2 Soit f € L,(R), t #0 et s # 0. On a les propriétés suivantes

1o wp(fits) < (s 4 Dwp(f,t)
2. wp(f,ts) < (s +1)%wp(f,t)
1
,,(

3. wh(f,t) <t f'[lp, pourf € Wy (R) ot W, (R) est l'espace de Sobolev {f €
L,(R), f dérivable et telle que f € L,(R )}
Démonstration :
1.

n—1
A f(x) = f(x —nh) = f(z) = Y Anf(x — kh)
k=0
Donc w)(f,nt) < nwl(f,t). Soit n I'entier tel que n <'s < n+ 1. Alors

wp(fy5t) S wp(f, (n+1)t) < (n+ Dwy(f,1) < (s + Dy (f,1).

2. Le raisonnement est le méme en utilisant

n—1n—1

=3 > ARf(z—kh—1h)

k=0 [=0

qui implique wg(ﬂ nt) < nzwg(f, t).

10



3. Si f € WH(R), Apf(x) = —h [y f'(x —uh)du et |Anfll, < [A]] /'], don
wp(f,1) < tLf[lp-
(]

Définition 6 Soit 1 < g < oo et € une fonction de [0,00[ dans C. On définit la

norme
||a|*:{fo (DI si1<q < oo,

supesstle(t)] 51 ¢ = 00

Définition 7 Soit 1 <p,g< o0 et s=n+a oun €N et a €]0,1]. On dit que
[ appartient a Uespace de Besov By?(R) si

feEWIR) et w2(f™,t) =e(t)t®
ot |[e]|; < oo L’espace Bpi(R) est muni de la norme

(n) ¢
1 llpe = 170y + 1220

Proposition 5 Soit 1,(Z) l'ensemble des suites u telles que ), |ugp|? < oo.
Alors f € By?(R) si et seulement si

fEWRR) et (27°wW2(f™,277) ez € 1,(Z).

Démonstration :
oo|wp(f(n)t 21+1 n) t)| dt
/0 ter Z /Z t
j=—o00
et
w2 (™, ) 2E2(f ) de wp(f, 2741
P ’ q “p o p ’ q
@)l < [ Uty U2,

2.2 Décomposition de Littlewood-Paley

Soit D(R) l’ensemble des fonctions C*° & support compact et S’(R) es-
pace de Schwartz (espace des distributions sur les fonctions C*° telles que
Vm,Vp |zPf(™)(x)| lzl=oe 0). Soit v une fonction paire telle que

- 4 € D(R)

— Supp(§) C [-4,A], A>0

— 4(€) = 1 pour £ € [-32, 34
Soit 8 une fonction telle que

B&) =3(5) ~4(©)
Soit enfin pour j € N, 3;(x) = 273(27z). On a alors
B(&) = Y A5) = 50) - 4(©)

j=0 j=0

11



Donc, pour toute f € S'(R)
F©) =4O+ B©F©)
§=0
Notons D;f = B;  f pour j € Net D_;f =~ * f. Ainsi, on a

f= Z D, f au sens des distributions,
j=-—1
c’est a dire -
VgeDR) (f— Y Dif.9)=0
j=—1

Cette égalité est appelée décomposition de Littlewood-Paley de f.
Théoréme 1 Soit 1 <p,q < oo, s>0 et f € B(R). Alors
[D-1fllp < 00 et (2% D; fllp)jz0 € lg-

Démonstration : On suppose que s = n+«, « €]0,1]. En notant F la transfor-
mée de Fourier, on a

§

FI(B; + 1) = (1€)"B(55) £(€)

Donc
27

i€
FID; fI(§) = 277" (=0)"m(

ol 4, (&) = %, et & est une fonction de R égale a 1 sur le support de ﬁ et 0

ailleurs. Ainsi

D5 fllp < 1y ll1277" 185 % )™ = [Anll 27718 * £ 1

S () = 2 Gy F I = DW)(E)

£

> 185 = ™))

11 nous reste a majorer ||3; * (™|, Comme ﬁj( 0)=0,ona [3(y)dy =0 et de
plus 3; est paire. D’ou :

By f0(x) fﬂg " (x —y)dy
=5 /B (@ —y) = 2f™ (@) + ) (@ + y)ldy
=3/ 8W) f<" (v = 277y) = 2f (@) + [ (x + 277y)]dy
On obtient donc, en utilisant le lemme 2
185 * £l J1BW)wp(F, 27 yl)dy
wz%(f(”), 2‘j) J1B@WIA + |y*)dy
Clwf,(f(”), 277)

INIA

IN

12



ou (1 est une constante strictement positive. Finalement
2°|Difly < Cillyal127CMwp(F,277)
= ngjawg(f(n)7 277)

Comme f € B3Y(R), par définition, on a (27°w2(f(™,277)) € 14(Z) Donc
(27*[1D; fllp)j=0 € lg- Enfin

ID-1fllp = [lv* fllp < [I7llall fllp < o0
O

Lemme 3 Soit 1 < p < oo et f € Ly(R). Supposons que le support de la
transformée de Fourier de f soit inclus dans l’intervalle [-R, R], R > 0. Alors
il existe une constante C' > 0 telle que

Va1 ||f™|l, < CR™||f |-

Démonstration : Considérons la fonction v avec A = 2 et posons v*(z) =
Ry(Rz). On a donc 4*(§) = 'Q/(%). Comme Supp(f) C [-R,R], on a f(§) =
A*(€)f(€) et donc f =~* % f. On en déduit f(™ = f x (v*)(™. D'on

£ < NGl £l

()™ = /R"+1|7(")(Rx)ldw = R" 4™y

Donc
£ < Y™ LR £l

2.3 Un théoréme d’approximation

Définition 8 Soit K un noyau (fonction définie sur R x R). On définit les
conditions suivantes :

Condition H 1[I existe une fonction intégrable F telle que

Condition H(N) Condition H + [ |z|NF(z)dz < oo
Condition M(N) Condition H(N) +

Vo eRVOSKSN [ Koy)w—o)dy =

On note Kj(z,y) = 29K (272,27y) et K, f = [ K;(x,y)f(y)dy.

Théoréme 2 Soit K un noyau vérifiant les conditions M(N) et H(N+1). Soit
1<p,g<ocet0<s<N+1. SifeB4R) alors

K f = fllp = 277%; avec (g5)0 € Iy

13



Démonstration : Soit g, = Dif et Y po | g la décomposition de Littlewood-
Paley de f. Alors K; f— f a pour décomposition de Littlewood-Paley > 2 | (K;gr— gx)

1K = flle < 22021 1559k = gkl

< 2ok 1Kk = gkllp + 2255 (11 + Dllglp

car HIN +1) = ||K;gkllp < | F * gkllp < ||Fl1l|lgkllp- D’aprés le théoréme 1, on
a
lgrlly = 27" ot (k)az0 € lq-

Comme gy, = (i f, le support de gi est inclus dans [—2F+1 A, 251 A] et on peut
donc appliquer le lemme 3 :

”glgNJrl)Hp < 02(N+1)k||gk”p < 612(N+1—s)k6;C

ou C est une constante. Rappelons la formule de Taylor pour g € W[fv (R)

N ) (g
g(y)=k gk!()(y

=0

— ) + Ryg(y, z) ou

1 _u)N-1
Rgto) = [ oo G

D’apreés la condition M(N), [ K(z,y) = letpour 0 < k < N [ K(z,y)(y—z)k =
0 Donc

g™ (@ +u(y — 2)) — g™ (2)]du

Kyg(o) = gl@) + [ Ky.0) Bovgly.2)
En faisant le changement de variable z —y = t277, on obtient

1 _ N1 4
Kig@) =g < [ du [ 1029 S 0 e ) =g o)

' Ny L= iy _ g
K96 — grllp < | du R|752 | F(t)mllgk (- —ut2™) — g, [|pdt
Or
g™ (= ut279) = g™, < wd (o), [tul279) < (1 + Jtuf)wl(g), 277)

Donc

)N—l

1
. . 1—
1K 95 — grllp < 279Nwl(gtN), 277) / du / Y P+ ) Sy,
P 0 R (N —-1)!

En utilisant la condition H(N+1), on obtient
1K — gully < C'27IN WL (g, 27).
Le lemme 2 donne

N) o—i — N+1
wi(gM,279) <279 gtN Y,

Ainsi ‘
||Kjgk _ gk”p < C227](NJrl)Jr(NJrlfs)lcg;C

14



Finalement
15 f = Fllp < Co2777[ 37 27 V=G0 4§ g (ingy
k=—1 J+1

On reconnait des produits de convolution (discrets) entre (g},) € I, et (275%)
(resp. (27 F(N+1=9))) ¢ [} d’ou

155 f = fllp = 277%;

ou (g5) € lg. O

2.4 Noyaux de projection orthogonale

Puisque (@i )kez est une base de V; la projection orthogonale de f sur V;
est

Py, (f) =Y mkpik oty = /f(y)%‘k(y)dy
k

Définissons maintenant une condition sur ¢ :
Condition (#) La fonction 0,(z) = >, |p(z — k)| vérifie

supess  0,(x) < 00
x

On note

wa— oy —k)
xy=2¢x— Py — k)
k

Proposition 6 Si satisfait (0) et f € L,(R) alors Py, (f) = K; f ou K;(z,y) =
> eik(@)esk(y) = 27K (22, 27y)

Démonstration : Soit g tel que % + % = 1. En utilisant I'inégalité de Holder, on
obtient :

> S 1F @) e Wldyleam (@)l < g 1fllpleskllelo(2z — k)|

< I£lpllpskllgfe(272) < oo

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini
Py, (f)@) =24 [ FW)e27y — k)dyp(2'z — k)

= [fW)p ez — k)p(27y — k)]dy
O

Lemme 4 Si l'ondelette-pére satisfait la condition (0) alors 'ondelette-mére
satisfait aussi (0).
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Démonstration :

Donc ¢(z) = V2, he(—=1)Fp(2z + k — 1) avec hy = [ p(z)p(2x — k)dz.

Ainsi
Sule@ =01 <V23, 3 help(2e — 20+ k — 1)
< V2 il 18]l

V23 el < [ 3 le(@)p(2z — k)ldx
< glloc [ lep()lda

k41
<16y HooZk ()| da
<6, Hoofo z)dx < oo.

O

Proposition 7 Si ¢ satisfait (0) et f € L,(R) alors Py, (f) = D;f ot Dj(z,y) =
>k ik @)Yk (y) = 27 D(2x,27y)
Démonstration : Puisque v vérifie (), on peut faire la méme démonstration que

pour la proposition précédente. O

Proposition 8 Soit jy et ji des entiers. On a

J1
Kj,+ ) Dj=K;

Jj=jo

Démonstration :

J
Kj,+ > Dj)f=(Py, + Z Py;)(f) = Py, (f)
Jj=jo J=Jjo
car
J1
Vie ® @ W; =V
J=Jjo

t

Proposition 9 Siy vérifie (1.1), (1.2) et (0) et si K vérifie M(0) alors ;> V;

est dense dans La(R). B

Démonstration : 11 suffit de prouver que pour toute fonction f de Ly(R)

1Py, (f) = fIl 2=, 0= [|KGf = fll 2=, 0

o K f(2) = ()] =27 [|K(22,27y)(f(y) — f(z))|dy
<2 [F@(z—y))|f(y) — f(z)ldy
< [F@)|f(x—279t) — f(z)|dt
1K f = fllz - < [F@IFC—2778) = fll2dt
Or [[f(. —v) = fll2 +=%, 0donc |K;f — fll Sz, 0. O

16



Chapitre 3

Application aux Statistiques

Toutes les ondelettes considérées maintenant seront & valeurs réelles.

3.1 Différents estimateurs

On cherche & estimer une densité inconnue f. Soient X, ..., X,, des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées de densité f. On définit 'es-
timateur de f suivant

Fir@) = jorpion(@) + D> Birtbju(x) (3.1)
k

Jj=jo k

ol
. RN
ok = — > wion(X)
=1

R 1 n
Bik = - ;¢jk(Xi)

sont des estimateurs empiriques de o, et 8. Remarquons que, en utilisant la
section 2.4, on obtient

Sk Piok (@) ik () + S0 (@) (y)

:Kjo(may)_'_ ;‘1:]‘0 Dj(may) :Kjl(xvy)
Donc fjl (iC) = % Z?:l Kjl ({E, Xz)

Cet estimateur est appelé estimateur linéaire. En fait, nous avons supprimé
les coefficients (3;;, dés que j > ji. Cependant une autre procédure de sélection
des B, peut sembler plus naturelle : ne garder que les [3;; les plus grands
(inférieurs & un certain seuil ¢) qui traduisent les oscillations les plus grossiéres
et supprimer ainsi les petites variations inutiles. Il existe deux méthodes de
seuillage :

le seuillage doux oi I'on remplace 3, dans (3.1) par
B3 = (1Bjr| = t)+sign(Bje)

17



ou (y)y = y+2|y| est la partie positive de y.

le seuillage dur pour lequel on remplace Bjk dans (3.1) par
SH A
Bik = ﬂjkl\@jkbt
lestimateur de seuillage est défini par
J1
£ @) = djorpion(m) + D> Biptbin(x)
k Jj=jo k

ol ﬁ;‘k = ﬁfk ou bien ﬁj*k = ﬁc

3.2 Approximation d’une densité appartenant a
un espace de Besov

Nous allons maintenant mesurer la qualité de nos estimateurs.

Définition 9 Soit f € L,(R) une densité et f un estimateur de f. On appelle
erreur de l'estimateur f la quantité suivante :

E|lf - f|.

En fait on a

E|lf - flI5 < 27 ENS — E)IE + IES) - fI7)

et on voit que cette erreur se divise en deux termes :

’erreur stochastique E|f — E(f )|Ib due au caractére aléatoire des observa-
tions,

’erreur de biais ||E(f) — flIb due a la méthode d’estimation employée.

Définition 10 Soit L une constante strictement positive : on note B(s,p,q, L)
l’ensemble des densités f telles que

[fllspq < L-

Théoréme 3 Soit ¢ vérifiant la condition (0) et K(x,y) = >, ¢z —k)p(y—k)
qui vérifie les conditions H(N+1) et M(N) avec F € L,(R). Soit 0 < s < N+1,
2<p<ooetl<qg<oo. Alors, pour 291 <n

sup El|f;, — flI5 < Cl27915p 4 (ZL)p/?]
feB(s,p,q,L)

ot C est une constante strictement positive.

Démonstration : Il nous faut majorer les deux types d’erreur :

18



erreur de biais En fait

n

D E(K (e, X0)) = Kjy1 f(x)

i=1

E(f5 (z)) =

1
n
L’erreur de biais est donc égale, d’apreés le théoréme 2, &
1K juf = fllf = 27 0F0Peg
ou (g;) € l; Comme (g;) est bornée, on obtient
IE(f5,) = flIf < C2770%
erreur stochastique
Elfj —E)IE =E[1F X0, Kj (@, Xi) = E(Kj, 41 (2, X)) [Pda
= [E(l; i, Yi(@)P)da

ou Yi(z) = Kj +1(z, X;) — E(Kj,+1(x, X;)) sont des variables aléatoires
centrées i.i.d. La condition(#) implique |K (z,y)| < [|0,]|% donc |Kj,+1(z,y)| <
271710, |2 . Les variables aléatoires Y; sont donc bornées par 271 72||6,,|% .
Nous allons maintenant admettre le lemme suivant

Lemme 5 Si les Y; sont des variables aléatoires indépendantes centrées
telles que |Y;| < M, alors pour tout p > 2 il existe C(p) telle que

n

E(| ) Yi(x)]") < C(p)[MP~ 2ZE ZE(Yf))p/zl
=1

i=1

Or
E(Y?)(x) < E(K? (2, X)) < 2+2 / F2(20 (2 — ) f(y)dy

[ea2)@iz <20t [ [P ey <24 [ P

On en déduit en utilisant 'inégalité de Jensen que

[ BT, Ve < S aprzngiet [ 2w

i (E(Y?) ()P

<

C . )
C) gsv1210, 2, )p-2n20 1 [ F2(u)do
n

+%2<2h+2>1’/2 [1J F2 (@ —y)) f(y)dy)P/?da

C0) (@], 2)72 [ F2(w)dv(>

j1+1

p) | PPy
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Comme 20" <netp>2 ona (ZX)P~1 < (ZL)P/2 Ainsi

n — n
271

E|lfi —E(f)lh < O'(=

p/2
—)

O

Définition 11 Si (a,) et (b,) sont deux suites, on note a, ~ b, ssi I 0 <

a
A < B < o telles que pour n assez grand A < b—n < B.

n

Corollaire 1 Pour j; = ji(n) tel que 2'(") ~ nz+1 on a

sp

sup Ellfj, — fIIE < Cn~
f€B(s,p,qL)

Démonstration : La majoration donnée par le théoréme est minimum lorsque
ses deux termes sont du méme ordre i.e.

2j1p/2+j15P ~ n;l?/? o 201~ nﬁlzs

On a alors 4
9=J15P ~ (&)p/Q ~ T

n
O
En fait, on a un résultat beaucoup plus général (admis ici) qui est vrai
quel que soit l'estimateur (méme s’il n’est pas linéaire) et ou le "p" qui définit
Perreur n’est pas le méme que celui de I'espace de Besov. On note B(s,r, q)
I’ensemble des densités f ayant un support compact de longueur < L’ et telles

que || fllsrq < L.

Définition 12 Soit 1 < p < oo et V une classe de fonctions. On note T
l’ensemble des estimateurs T, de f € V ou n est le nombre de X; utilisés pour
estimer f. Le risque minimax L, est

R, (V,p) = inf sup  E||T, — ng
T,.€T feV

Théoréme 4 Soit 1 <r,g< oo, s > % et 1 <p<oo. Il existe C > 0 telle que

Ro(B(s,7,q),p) > Tn(s,7,0,9)

ot
—a1p _ _s ; P
( ) n , a1 = 597> 517 > 5o,
'S, 7,Psq) = logn\—a s—1+5 .
Ltogn 2p -~ r'p _p
(0790, a2 = ooy, 1T S 50

On remarque que, pour ’approximation des fonctions d’un espace de Besov,
Pespace des (r,p) est divisé en deux zones :

la zone réguliére r > 25’% (dans cette zone la convergence est aussi rapide

que pour le cas p = r vu précédemment),

la zone clairsemée r < Qs"ﬁ (la convergence est moins bonne).
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3.3 Exemples

3.3.1 Estimation d’une densité

L’avantage de ces estimateurs, c’est leur facilité de construction en pratique.
Ainsi, en utilisant ’extension WavelLab802 de Matlab, j’ai pu approximer la den-
sité f suivante en n’utilisant que les réalisations de n variables aléatoires de
densité f.

06 T T T T T T T T 1

05

0.4

03

02

01t

0

“01 L L L L L L L L 7 L L L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 0 01 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1

A droite du graphe de la fonction se trouve une représentation des coefficients
Bji de cette fonction ot les différentes lignes représentent les différents niveaux
de résolution j. Voici maintenant les estimations linéaires obtenues pour n =
128, jo =0et j1 =1, 2, 4 et 5 ('ondelette utilisée est une ondelette & support
compact appelée S4 ou "symmlet" d’ordre 4). L’erreur quadratique ISE (pour
"integrated squared error") permet de mesurer la qualité de lestimation

s [ 57

-3 -2 1 0 1 2 3 a 5 6 T -2 1 0 1 2 3 a 5 6

j1 =1, ISE=0.0167 j1 =2, ISE=0.0052
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0.6

05

j1 =4, ISE=0.0028 j1 =5, ISE=0.0026
Le seuillage dur donne les résultats suivants (n = 128, j; = 5, seuil propor-

tionnel & ¢ * /2log(n) ). Le dernier graphique représente la variation de 'ISE
en fonction du seuil.

L
5 6

ER— o 1 2 ER s s I a—" o 1 2 ER s s
t =1, ISE=0.0027 t =5, ISE=0.0025
045 T T T T T T 0.045 T T T T
0.04
0035
0.03
0025
. . . . . . . | 0.02 . .
=3 -2 -1 ) 1 2 3 4 5 6 ] 5 10 15 20 25 30

t =17, ISE=0.0035

Voici les résultats pour le seuillage doux.
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, L L L L L L L , L L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6

t =1, ISE=0.0035 t =2, ISE=0.003

0038

0037

0036

0.035

0.034

0033+

0,032

0031

L L L L L L L L L L L L L L L
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 o 10 20 30 40 50 60 70 80

t = 6, ISE=0.0056

3.3.2 Débruitage

On utilise les ondelettes pour estimer une densité mais aussi pour débruiter
des données. Le probléme est le suivant :

( .
K:f(_)—’—gl) Zzla"'an
n
ou les & sont des variables aléatoires indépendantes centrées. Il s’agit d’esti-

mer f & partir des données (Y7,...,Y;,). L’estimateur linéaire est défini comme
précédemment par (3.1) mais avec

R IS

Qjk = EZYi@jk(Xi),
=1

X 1

Bik = EZYiwjk(Xi)'
i=1

Voici la fonction f testée et la représentation de ses coeflicients.
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Avec
vant.

: 1
variance j5, on
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parvient & faire le débruitage sui-
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