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1 Introduction
On suppose qu’on observe les variables aléatoires suivantes :
Y, = Xi+e 1=1,..n (1)

ou X; et ¢; sont des variables aléatoires indépendantes de densités respectives
f et g. On cherche a estimer f en supposant que la densité du bruit ¢; est
connue. Ce probléme est appelé probléme de déconvolution puisque la densité
des observations est égale au produit de convolution f * g.

Ce probléme a été largement étudié et on connait les taux de convergence op-
timaux pour le risque point par point (Fan (1991)) comme pour le risque L,
(Fan (1993)). L’utilisation des techniques d’ondelettes a permis de construire
des estimateurs optimaux (voir Pensky et Vidakovic (1999), Pensky (2002)).
Ici, nous utiliserons des estimateurs & noyaux. Ils sont inspirés des estimateurs
a noyaux de Pestimation de densité et utilisent Panalyse de Fourier (voir Zhang
(1990)). Plusieurs travaux ont montré la consistance de ces estimateurs (voir
Devroye (1989), Liu et Taylor (1989), Stefanski et Carroll (1990), Taylor et
Zhang (1990)). Carroll et Hall (1988), Stefanski (1990), Piterbarg et Penskaya
(1993) ont donné des taux de convergence pour le risque de ces estimateurs
dans les cas i.i.d. tandis que Masry a étudié le cas des variables mélangeantes
(voir Masry (1993a), Masry (1993b)). Pour la densité ¢ de l'erreur, on con-
sidére deux cas : ¢ ordinary smooth ou ¢ supersmooth. Les mauvais résultats
obtenus lorsque ¢ est supersmooth (vitesse de convergence logarithmique) nous
ameénent & considérer des fonctions f également supersmooth et non plus ordi-
nary smooth. Ainsi on aura quatre cas a envisager selon les régularités de g et f.
Cependant les vitesses trouvées ne sont atteignables que si la fenétre de I'estimateur
est convenablement choisie et ce choix dépend de la densité inconnue f. On va
donc introduire un autre estimateur défini par minimum de contraste (Birgé et
Massart (1998)). Pour le rendre adaptatif, on utilise la sélection de modéles
par pénalisation introduite par Birgé et Massart (voir Birgé et Massart (1997),
Barron, Birgé et Massart (1999)).

Dans la section 2, on présente les notations utilisées, notamment en ce qui con-
cerne la régularité de f et ¢q. Puis, on définit ’estimateur & noyaux et on calcule
ses vitesses de convergence pour le risque ponctuel et pour le risque Lo. La sec-
tion 4 contient la définition de I'estimateur adaptatif et le calcul de son risque
a ’aide de I'inégalité de Talagrand.



2 Présentation du probléme
On considére le probléme suivant :
Yi=X;+¢

ot (H1) les X; sont i.i.d. de densité f inconnue
(H2) les ¢; sont i.i.d. de densité ¢ connue
(H3) (X;) est indépendante de (g;)
On note, pour toute fonction g considérée, g ou F(g) la transformée de
Fourier de g :

On note p la densité de Y7 :

p(z) = f* qlx) = / fl&—y)a)dy done = fq

On va considérer deux cas :

e soit f est ordinary smooth i.e. f € OS(J) ou

0S(8) = {f densité,3C > o/ |f(w)2(1 4 u?)’du < C}

e soit f est super smooth i.e. f € SS(A,r) ou

SS(A,r) = {f densité,3C > 0/|f(u)|2 exp(2A|u|")du < C}

De méme pour ¢, on aura :

o (H4) soit g est ordinary smooth i.e. ¢ € OS(y) ou
0S(7) = {q densité, 3Q1, Q2 > 0,Q; < |G(u)*(1 + u?)” < Q2}
o (H5) soit g est super smooth i.e. ¢ € SS(B,s) ou

SS(Ba 8) = {q denSitéa ElQla QQ > 0) Ql S |6(u)|2 exp(2B|u|s) S QQ}

On supposera aussi que g est paire.

3 Vitesse de convergence d’un estimateur a noyau

3.1 Définition de ’estimateur

On cherche un estimateur f de f sachant qu’on n’observe que les Y;. On peut
estimer p par un estimateur a noyau :

5) = S G o Gw) = 1 ()
k=1




. ; N A . 1 Yk — T
On définit f par p = f *q. Si on pose Gi(z) = EG( - ), on a
R 1 <&
fxqlx)= - ZGk(m) et donc
k=1
Y 5 1 L
fitw) = = 3" Guw)
k=1
Or Gi(u) = e~ ™YxG(—uh) donc :
7 1 S —iuYy é(_Uh)
= — e —
flu) =~ k; @
On définit K par K(y) = % et ainsi
fwy= 2> ey = 13 Riw)
n n < !
k=1 =1
On a donc lestimateur suivant :
R 1 & Y,—=z
fule) = Y KD @)

On suppose que ¢ est paire donc K est pair et

- G(u) L_11y(u)
Ku) = = = — 3
= ) = atuh) ¥
On considére que h > 0 et h — 0 (quand n — o).
On s’intéresse a deux types de risques :

e le risque point par point : MSE(z) = E|f,(z) — f(z)]?
e et le risque Ly : MISE =E||f, — f||?

Si on note A
b(z) = |f(z) — Efu(z)]
0% (z) = E|fu(z) — Efa(@)[?,

ona MSE(z)=b*(z) + o?(x)
et MISE = [(b*(z) + o*(x))dx
3.2 Etude du biais

Proposition 1 Soit f,(z) = Ly K(Yh_r) et b(z) = |f(z) — Efn(z)].
Alors

i) (&) < [y s [F)ldu

i) [ 0%(z)de = %flub% | f(w)|2du

Démonstration :



Bfue) = Y E|K (YZh 9”)] L (ﬁ‘”) p(y)dy
i=1
= Kpx*p(z)
ot Kn(2) = —K(%)
Kn(u) J+K (§) e ™dz = [ K(y)e "vdy

K(Uh) = 1[,171] (Uh)#

F(Efn)(u) = Kn(u)p(u) = Kn(u) f(w)q(u) = 11—y, 1(ub) f(u)
Donc F(f = Efn) (W) = 1= 23/ (u)

N 1 R
) <) = 5 [
o) < o [ 1wl
T ul>%

ii) La formule de Parseval donne

R 1 . 1 ~
[P =B = o [FG-ER =5 [ 1FPd
[}
3.3 Etude de la variance
) = Var(fa() = —5Var(K(¥m2))

) nh2
< WIKQ(Lﬁ)p(y)dy

Lemme 1 Si [ |p(u)|du < oo alors

1 —x

o [y = o [ K2 wdu)
et donc o*(x) = O(Z | K|3).
Remarque 1 Si, par exemple, f € SS(A,r),

([l < ([ 1F@leA e )2
< o [ g

On voit que la condition [ |p(u)|du < co n'est pas trop restrictive pour q.



Démonstration : Pour tout z, |p(x)| < —f |p(u)|du. Donc, sous 'hypotheése

du lemme, ||p|leo < 00. Alnsi

1 y—x 1 y—x
— | K? dy| < st | K* d
Ih/ (=pw)dyl < lpllocy (T —)dy
< plls | K*(u)du
O
Calculons maintenant [ o2 (z)dz.
f‘72(x)dx = Ean_Ean%

IN

1 —x
—nhgfp(y)fKQ(—yh )dxdy
1
< — K2(z
< nhfp y) [ Ydzdy

1
| K2

IN

La variance s’exprime donc en fonction de || K||3.

1K = /| /1 du _h/l/h dv
? (1> 27 ) la(v)]?

Finalement, on a la proposition suivante :

Proposition 2 Soit f,(z) = LS K(EE) et o?(z) = E|fp(z) —Efp(a)]?.
Alors

i) Si [|p(u)ldu < oo alors o*(z) = O( || K||3)
i) [o?(z)dz < —HKH2

ham g
iih) |K13 = o= /140 e

3.4 Vitesses de convergence
3.4.1 casl: fe0OS(5) et geOS(y)

On utilise la proposition 1 i). D’apreés U'inégalité de Cauchy-Schwartz :

1 -
Bla) < ol Il ) )
™ |ul>+
C [o]
< 2—2/ (1+u2)_5du
T 1
C o0
< _2/ (uh)(1 + u?)~*du
o
< m[(l+u2)176]? si §#1
— O(thSfl)



Sid =1, on a directement
2 C 00
b*(z) < —[Arctan(u)]T = O(h)
272 B

En utilisant la proposition 1 ii) :

1 ~
[ (z)dz = ﬁflubi |f(u)]2du
1 ~
— gﬁub% IF(W)]?(1 +u?)°(1 4+ u?)~du
c _
< §(1+ 7))
Donc [ b?(z)dz = O(h%).
Calculons || K ||3
ho [Yh dv
IKl5 = or 3
mJ1m 1G(v)]
h 1/h )
< 1+v7)7dv
2W]f212/1/h( )
1
< —(1+5)7
27‘(th h
2
< —h
(21
Donc, d’apreés la proposition 2 ii)
1
1
_ 25
MISE = O(h*° + W)

On note pour deux suites u, et v,, Uy < v, si u, = O(vy,) et v, = O(uy).
On obtient la meilleure majoration du risque L? si h?® = W c’est-a-dire si

h = n~z¥%¥1, On a alors
MISE = O(n~ 7%571)

Pour MSE(z), il faut calculer [ |p(u)|du pour pouvoir majorer la variance.

([ ipldn? < ([ 1F@I+ 2|1+ ) 2du?
< 0Q: [T (1 4 ) P

Si 29 + 2y > 1, cette quantité est finie et la proposition 2 i) s’applique.

1

o?(x) = O(w)

et donc
1

nh2v+1 )

MSE(z) = O(h®~ ! +

. . . L a5 N 1
On obtient la meilleure majoration si h20~1 =< nhz% c’est-a-diresi h < n™~ 27+2 .

On a alors as
MISE = O(n?+2)



Proposition 3 Si f € OS(d) et ¢ € OS(v), Uestimateur & noyau défini par (2)
et (3) vérifie

1. si h=n"#751 glors MISE = O(n~ 2v+2'§5+1)

1—26

2. 51204+ 2y>1etsih=n" 757 qlors MSE(x) = O(n2v+2)

Remarque 2 Pour le risque Lo, Fan (1993) montre la borne inférieure corre-
spondante pour f € H(d) ou
H(6) = {fdensité, |fO~D(z) - fOD(y)| < Clz —y|}.

On a donc cette méme borne inférieure pour f appartenant a OS(0) en remar-
quant que H(J) C Sobolev(d) C OS(6). Ainsi, la vitesse NI est optimale.
Lorsqu’on s’interesse aux classes de Hélder, le risque ponctuel est le méme que
le risque Lo (voir Fan (1991)). Ce n’est pas le cas ici et on peut comprendre ce
décalage en observant que OS(8) C H(8 — 1/2). Ainsi, le biais est d’ordre h*
si f € H(J) alors qu’il n’est plus que d’ordre h°~! si f € OS(6).

3.4.2 cas2: fe€0S(0) et g€ SS(B,s)

Le terme de biais n’a pas changé puisque f appartient toujours a OS(9).
Calculons | K||3 et [ |p(u)|du.

Lemme 2 Pour B >0, s>0, on a
Yho :
/ e2Bv‘ dv = O(h371€2B/hl )
0

Démonstration : 1l faut distinguer 2 cas.

sis>1
1/h 1/h - 1/h
/ 2B qy = / 2BV vy S/ eroTV dy
0 [ Jo,
S [ ehi’fl U]g-)/h S (eQB/hS _ 1)
. 2B
< O(hs—leQB/h )
sis<l1
v<1/h = (vh)* 't >1
1/h ) 1/h )
/ e2Bv‘ dv S (’Uh)571€2Bvl dv
0 0
ps—1 1/h .
< 55s /0 2Bsv* Le?BY du
Rt opueyn _ BTN g e
< T [e2Bv < —(e2B/" _q
— [e ]OS — 2BS (e )
< O(hsfleQB/h )

Remarque 3 Par le méme raisonnement, on obtient

1/h
JK >0 / 2B dy > Kho~1e2B/
0



ho Y do

HK”2 = 5= =5
o a)P?
h 1/h
< / e?B‘UISdU
- 27TQ1 71/h
h 1/h -
< — e“PV dv
N 7rQl/o
D’aprés le lemme 2
1|5 = O(e*P/" )
([ ptidn? < ([ 1F@I0+ a2+ )72
<

CQg/e%BI“‘S(l +u?)"°du < oo

Donc on peut appliquer le i) de la proposition 2
hs~1 s
o?(x) = O(——e*P/"")
n

On a de méme :
/ o2 () = O( | K3) = O 25/
nh 2 n

Ainsi fp—
MSE(J?) _ O(h%—l + Te?B/hS)

s—1

MISE = O(h* + hTeQB/hS )
Soit G(h) = h? + W 2B/h°
G'(h) = 26n%~ + #623/’13((5 — 1)h® — 2Bs)
La meilleure majoration du risque s’obtient en minimisant la fonction G et donc
en trouvant h qui annule sa dérivée. On cherche donc h = h,, tel que

_ _ s
p20-1.2B/h° _

On vérifie que
Inn — %T'H Inlnn _1/s

= 5B )

convient. On a alors : ]
2

MISE =0((lnn)” )

Soit maintenant L(h) = h29~1 4+ %;1623/“

L'(h) = (26 — ¥ 2 + %623/}15((5 —1)h* — 2Bs)
n

La meilleure majoration du risque ponctuel s’obtient donc en trouvant h = h,,
tel que

_ s
h QSeQB/h =n



On vérifie que
_ (hln - % lnlnn)d/S
2B
convient. On a alors :

1—-25

MSE(x)=0((Inn) = )

Proposition 4 Si f € OS(5) et g € SS(B,s), l'estimateur & noyau défini par
(2) et (3) vérifie

1. sih= (W)_l/s alors MSE(z) = O((Inn)*=")
2. sih=(Rr=2o Ny 1/ plors MISE = O((Inn)~%)

Remarque 4 Pour le risque Lo, Fan (1993) a montré la borne inférieure si
f € H(d). pour les mémes raisons que précédemment (voir remarque 2), cela
prouve que la vitesse obtenue est optimale.

En ce qui concerne le risque ponctuel, Goldenschluger (1999) a prouvé qu’on ne
1—28

pouvait atteindre une meilleure vitesse que (Inn) =

3.43 cas3: feSS(A,r) et geO0S(y)

Lemme 3 Pour A>0,r>0, on a

/ e—QAquu _ O(hr—le—2A/hT)
1/h

Démonstration : ‘
Soit I, = flo/oh e24%" =P dy. On cherche & majorer Iy.

Ip

o - —(p+1)r+1
/ e 2Au (—2Arurfl)u7du
1/h —2Ar

—(p+1)r+1 oo —
—24y" U 0o —2Au" (p + 1)7‘ +1 —(p+1)r
L jee B S A d
[6 "9 Ar ]1/ A/he oA u U

L oamy piiy—1 , L= (p+Dr
_ T W T )Ty
2Are h + 2Ar ptl

Soit k = [1] de telle sorte que r > 1. Par récurrence,
I < Ke—QA/hr(hr—l _|_h2r—1 + “_|_h(k—1)r—1) —f—K’Ik_l

Oru>1/h = (uh)*~!>1 donc

Ik—l < / e—QAu"u—(k—l)r(uh)kr—ldu
1

/h
o)
< hkr—l e—QAuTur—l
1/h
< L pkr—1,-24/n"
- 2Ar

IO < K//e—ZA/hr(hr—l _|_h2r—1 _|_“+h(k—1)r—1 +hkr—1)

10



Donc Iy = O(e=24/7" pr—1) O

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

]- ~ r T
) < gl IRl e A g2
g \gl>%

— 672Au du
2 1/h

IN

D’aprés le lemme 3,
bQ(x) — O(hr71672A/hT)
De plus (proposition 1 ii) ) :

1 -
o S |F(@)du

1 ~ - -
_ %Ilubi |f(u)|262A|u\ 672A|u\ du
< Ee—ZA/hr

- 27

Jb?(z)dz

Calculons maintenant | K||3 et [ [p(u)|du pour I'étude du terme de variance.
Comme au cas 1,

2
K|3 < —h®
H ||2 = ﬂ—Ql

( / |F) A ) e AT7y2

( / [5(u)]du)?
CQg/e_QAlu‘T(l +u?) TV du < o0

IN

IN

Donc on peut appliquer la proposition 2

1
UQ(x):O(W) et

1 1
2 2

[ @)z =0 1K1D) = Ol )

Ainsi 1
MSE(z) = O(hr_le_QA/h + W)

- 1
_ —2A/h
MISE = OV 4 —)

Soit L(h) = hr—te 24/ 4 Lo

2v+1

1 _ _ r—2 r—1 —r—11,—2A/h" _
L'(h)=[(r—1)R""* 4+ A"~ 24rh le YRR

La meilleure majoration du risque ponctuel s’obtient pour h = h,, tel que

— s
h Q’YeQA/h =n

On vérifie que
Inn — 277 Inlnn

h=( 24

)71/r

11



convient. On a alors : .
1 ™
MSE(r) = o

)
Soit maintenant G(h) = e~ 24/h" 4 L+

2y +1
nh2v+2

G'(h) = 24rh~""tem2A/R _

La meilleure majoration du risque Lo s’obtient pour h = h,, tel que

hr72'yfle2A/h ~n

Inn+ T_QT—'Y_llnlnn

= 24 )

convient. On a alors :
2v+1

lnn)~

MISE = 0(( )

Proposition 5 Si f € SS(A,r) et ¢ € OS(0), Uestimateur ¢ noyau défini par
(2) et (3) vérifie

2y+1

2y
1. si b= (B2 R 1/ glors MSE(2) = (U2
. Inn+T=2=L Inlnn —1/r (Inn) 27:—1
2. sih=(——1r—) alors MISE = O(-——=——)

Remarque 5 Butucea (2003) trouve la méme vitesse et montre qu’il s’agit de
la vitesse optimale, pour le risque ponctuel comme pour le risque intégré

344 cas4d: feSS(Ar)etqe SS(B,r)

Le biais n’a pas changé, on a toujours :
bQ(x) _ O(hr—le—QA/hT)

Par ailleurs

c -
/b2(x)dx < — A/
2w
Pour la variance, on a, comme au cas 2 :
1K 3 = O(h*e*P/™)

De plus,

IN

( / Bwldu)® < / |F)eAl! gt )2

CQg/e_QBlu‘se_QA‘"lrdu < 00

IN

Donc
hs—l B/he
o%(z) = O(——e?B/M") et

1 hs1 s
[ @)z = 01K = 0=/

12



Donc -
MSE((,U) — O(h’r‘71672A/h7‘ + €2B/hs)
n
» hs—l R
MISE:O(e_zA/h + eQB/h )
n
Soit G(h) = e—2A/h" | %’1623/}15

r 1 .

Gl(h) = 2A7,h7T71672A/h + W[(S _ l)hs _ 238]62B/h
Pour minimiser G(h) et donc le risque, on va donc chercher h = h,, vérifiant

Br—1e2A/h"+2B/h° _

Plus généralement, on va chercher h = h,, vérifiant

hae2A/h +2B/h =n

En effet, MSE(x) = O(L(h)) ot L(h) = h™~te 24/"" 4 %71623/}15. Dans ce
cas, le risque est minimum si A vérifie

Q2A/NH2B/RS _
Soit W(h) = h®e2A/h"+2B/h" o o = 0 si on s’intéresse au risque ponctuel et
a =1 — 1 sinon. On cherche h = h,, tel que W (h,,) < n.

Il faut considérer 3 cas :

cas r=s
P b Inn —1/s
osons h = (2A—|—2B)
W(h) = heearamn
Inn
_ —a/s Inn
a2 e

= Kn(nn)~®/*

Ce h ne convient que si @ = 0.
Sia#0,on prend h = (RAEEI R -1/s Op 4 alors

2A12B
W(h) = hee@ar2m/
_ 1nn+%lnlnn)_a/selnn+%lnlnn
2A+2B
= Kn(lnn—|—glnlnn)_o‘/s(lnn)o‘/S
s
SInlnn__ /
= Kn(l+2+2——)"%°

Inn
= Kn(l+o(l))=xn

Ce h = hgp convient donc quel que soit .
On peut calculer le risque correspondant :

Inn + % lnlnn)—lzs leAffB (Inn+<1Inlnn)
) 2A_’_—|—o‘21B1 n

a nn =INninn _ i-s a
= poAE [(1nn)——AfB;+(W)—ls (Inn) 775 5]

O(n™ 77 [(lnn)" 755 + (lnn) = 35 7Y)) cara=s5-1

G(hopt) = e_ﬁ(ln"-i'%lnlnn)_'_(

13



Donc . L
MISE = O(nim(lnn)fﬂ—BT)

Pour le risque ponctuel, on prend a = 0 dans L(hept) :

1—

MSE(z) = O(n~ 75 (Inn) =)

Remarque 6 Si r = s = 1, on obtient une vitesse linéaire ce qui est
bien meilleur que la vitesse logarithmique du cas 2. Le fait que f soit
supersmooth compense ici la trop grande régularité de q.

cas r < §
Notons A=~ (A< 1) et e 2
otons = ; < et ¢c = W
Le h optimal va dépendre de la valeur de A.

Soit £ € N et

k
h = (2B)Y*[Inn + Y Ininn + Z bi(In n) DA =1/
5 i=0
ot les b; sont des réels qui seront précisés ultérieurement.
Calculons W (h) :

2B 24
W(h) = exp[-— + — +alnh]
hs ~ hr i
= 1 %l > bi(lnp) A
exp[lnn + S In nn+ 2 (Inn)

k

Inl . .

(lnn)r/s(l i a ri nn i Z bi(lnn)(ﬁl))\f(wl))r/s
s Inn

24

+ (ZB)T‘/S

k
« « « alnlnn X
Z1n(2B) — = Inl — 21 1 z+1))\—(z+1)
—|—S n(2B) S Inlnn —— n(l+ 520 nn) )]

k
= Kn exp[z bi(In n) (DA
i=0

+e(lnn) (1 + Xup + .. +
—gln(l +o(1))]

PE T o)

car u, £ 2lnln 4 oK bi(Inn) DA = (1)

s Inn
On remarque que pour j € {07 k= 1}
J
wy = 3 biIn n) DA o(In ) UFDAZGHD)

i=0
- k
W= Knexplolt) Z bi(ln n)(iﬂ))\ii + ¢(In n))‘ + cA Z b;(In n)(i+2)>\7(i+1)
A1), ] =
PR G () O o)
AN —1 \N—Fk ) )
e : (k —)i— i)! )(lnn) [bo(Inn) 1 + o((Inn) 1)+

+o((Inn)*(In n)(k+1)()‘_1))]

14



avec, pour 2 < j < k+1,

by ()\_ +1) k—j+1
Aj = C%(lnn))‘[ Z b;(In n)(i+1)>\7(i+1)+0((1nn)(k+27j)>_(k+2,j))]j
I i=0
En fait
k+1 ‘
A; = (In n)A[Z d; ;(In n) A= 4 o((Inn)FFDA=))]
A
= 3 dij(Inn) AT 4 o((In ) FFDA=GHD))
i=j
ouVi>j
AA=j7+1)
di7j Cﬁ Z bplfl..bpjfl (4)

pit+..+p;j=i

En effet, si on note z = (Inn)*~!(donc z =o(1)) et | =k — j + 2,

AA—j+1
C——————

l
4 = _— () (bt ol

k+1

A; = cM(lnn)A[Z( Z bpy—1-bp,—1)z" + 0(zF1)]

!
I i=5 pittpy=i
Ainsi
k . .
W(h) = Knexplo(1)+ (bo + c)(Inn)* + Z(bi + Acbi_1)(Inn)(FDA=
PR
+Achg (Inp) FH2A=(R41) 4 Z d; o(Inp) A=
i=2
o4 digr ey (Inn) FEDAZEFD 4 o((In ) (A= (D]
k41
= Knexplo(1) + Y Mi(Inn) DA 4 o((Inn) EF2A= D))
i=0
ou
My = by+c
My = b1+ Achg
M; = bj+Acbj_1+djo+..+dj; V2<j5<Fk
Mip1 = Aebg +digy12 + -+ dir1 k1

On peut observer sur la formule (4) que pour tout j et tout ¢ > j, d; ;
ne dépend que de by, ..,b;_1. On peut donc déterminer les b; de maniére
unique en imposant les conditions My = 0, M; = 0,.., M, = 0. Dans ce
cas, on a

W (h) = Knexplo(1) + M1 (Inn)F+H2A=EED L o((In ) (F+H2A=(R+1))

Si X < E£L alors (Inn)BH+2A=(+1)

Sid= ﬁ—i% alors exp[Mj 41 (Inn)FF2A=(F+D] = cste.
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Ainsi dans ces deux cas, W(h) = Kn(l+o(1)) <xn. Si A > Z—E , ce n’est
plus vrai et il faut modifier 'expression de h :

k+1
h=(B)*lnn+ Il + 3 biX (Inn) DA =1/s
s i=0
Le méme raisonnement avec un by adéquat montre que ce h convient si

: k+2
et seulement si A < s

Conclusion 1 h,y: dépend de la valeur de A : Yk € N
k k+1

st —— < A< —— alors
+ 2

k
hopt _ (23)1/s[lnn+ g Inlnn + Zbi(lnn)(i+1)k—i]—l/s
S

i=0
avec
bo+c = 0
bi+Xby = 0
bj +Acbj_1 +djo+..+d;j; = 0V2<5;<Ek
etV i 2 j, di’j = C% Z bplfl..bpjfl
p1t..+p;=i

On peut calculer le i dant Foacht]

n peut calculer le risque correspondant pour -—— <A< T

2A r/s r/s
G(hopt) = exp[—m(lnn) / (1 +un) / ]
k
1 . 1 —s
+ exp[lnn + % Inlnn + ; bi(In n)(“rl))‘_z](%(l + un))lT
= exp[—c(Inn) (1 + u,)?]
k
+exp[Y_ bi(lnn) UK (Inn) £ (14 o(1))
i=0

Or

() 1 +up) = e(Inn)(14 Muy) + Ag + .. + Agyy + o (Inp) FHDA=(k+1)

k

= c¢(nn)* + A Inn n(Inn) 1 + X Z bi(In n) (F2A=(+D)
s

=0
k+1k+1

+D 0 dij(Inn) DA 4 o((Inm) (BH2IA(RHL)

=2 i=j

(2

k
— (M; — b;)(Inn) DA~ 4 o(1)
=0

k
= =) bi(lnn)THAT 4 o(1)

=0

16



G(h’om) =

Pour a =r—1,

a 1l—s r—s
-+ = <0
S S S
Donc
k
MISE = O(exp[)_ bi(Inn)+HA=7))
i=0
Pour le risque ponctuel :
2A r/s r/s ]. 1—nr
L(hopt) = exp[—w(lnn) (14 un) ) (55 55 D1t un))
k
1 ! ; . Inn 1-s
- - ) (1) =iy 2" ==
—l—nexp[lnn—i— Slnlnn—i—Zbl(lnn) ](ZB (14 uy,))

k
= O(exp[Y_bi(lnn) TP (Inn) =+ (nn) FH75))

k
exp Z bi(Inn)HFDA=E 4 6(1))
=0

M»

+exp[Y  bi(Inn)FVAK (Inn) s+

3

I
o

O(exp[>  bi(Inn)FVA=(1 4 (Inn) s+

=0

=0

=0
k

= O((lnn) = eXP[Z bi(In n) F+HDA=I)

=0

: I _ 1-s 1—r N
puisqu’ici @ = 0 et == < ==* < 0. Ainsi

MSE(x)

casr > s

s
Notons p=-(pu<1l)etd=
T

k
1—

=0

2B
(24)*

1—s

=)

(14 o(1))

s

= O((lnn) =" exp[>_ bi(Inn)FHA=)

Le raisonnement est le méme que dans le cas r < s avec cette fois pour
k k+1

<pu<
k1 M= 2

avec

k
Bopt = (2A4)Y"[Inn + — lnlnn + Z (Inp)FDR=1 =1/
=0
ap+d = 0
a1 +pdag = 0
aj—i—udaj,l—i—d»g—i—..—i—dj,j = 0V2<y

et Vi>j, di; =di=ledth s Upy—1--p, —1

s

Ce h vérifie bien

J! )
p1+..+pj=i

i s
ROe2A/N 2B/

17
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On note v, = ¢lnn 4 21 o @i (Inn)EFDH=GF1),

Calcul le ri F < Rl
alculons le risque pour m < pu=< k——|—2
k
o i —i
G(hopt) = exp—[lnn+ ?1nlnn—|— 'goai(lnn)(ﬂ)“ ]
1 2B - Inn s
_ s/r s/r =
+nexp[(2A)S/r (Inn)* " (1 4+ vy) ](—2A (1+wv,))

k

1 o , .

= E(lnn)_7 exp[—g a;(Inn)+He=1)
i=0

—|—%exp[d(lnn)“(1+vn) JK (Inn) = (1+0(1))

Or, comme précédemment,

d(lnn)* (1 + v,)* Za (Inn) DA 4 (1)
=0
Donc
1 k
Glhopt) = E(lnn)_% exp[—Zai(lnn)(”l)“_i]
i=0
k
2 expl= D a(inm) IR 4 o(1)]K (1nn) T (14 o(1)
n :
=0
1 a s . -
= 0C expl= Y () ()~ + (nn)))
i=0

Or a=r—1et =2 <15 donc

1—s k
(Inn)™= (i+1)p—i

MISE = O(~—___ _E ;(Inn)EtDu—i
S O( - exp| i:Oa (Inn) D

Calculons maintenant L(hept) (cas a =0)

k

it p—ir AT 1-r

L(hopt) = exp—[lnn+ — lnlnn—i—z (Inp)+De ](ﬂ(l‘f’Un)) v
1 2 o Inn 1-s
= expl o ()7 (1 )7 (G (1 va) 7

(24
[

B
)s/rl

1 k

= Z exp|— , (i+1)u—i —aplor s
O(= exp ;al(mn) J((Inn) +(Inn) 7))

Le résultat est le méme,

1—s

(ln n)r

k
MSE(x) = O(———— exp[— Zal (In n)+DA=1)
=0

18



3.4.5 Reécapitulatif

On peut récapituler les vitesses de convergence pour le risque Lo dans un

tableau.
q€05(v) q € S5(B,s)
Fe0S8(6) | nwiea (Inn)~ ¥
n_WAB(lnn)_WAB% sir=s
k
(Inn) = I A S R
A A ;(Inn) D51 g R G i
feSS(Ar) - exp[;b(nn) ]blk+1<8_k+2
_s k
(Inn) "+ (i41)2—iy . K s _k+1
76}(13[—;0@(111”) " ] S1 k——|—1 < ; S k——|—2
Pour le risque ponctuel, le tableau est légérement différent :
g€ 0S(v) q € SS(B,s)
Fe08©) | nwos (Inn)="
nfﬁ(lnn)%s sir=s
(lnn)27+1 k r _k+1
) = , (H1) L =i g L i
feSS(A,r) p (Inn) exp[; bi(Inn) ] si 1S5 S5 9
_s k
(lnn)lT (141) S —i . k S k+1
RS, — (1 i+1) i i M
exp| Za(nn) ]Slk+l<r_k—|—2

Il
=]

K3

Dans tous les cas, les meilleures vitesses de convergence s’obtiennent avec
une certaine fenétre h,,: qui dépend de facon complexe de la régularité de f.
On aimerait donc trouver un estimateur adaptatif c’est-a-dire un estimateur
calculable sans connaitre la régularité de f mais convergeant a la méme vitesse

vers f.

4 Mise en place d’un estimateur adaptatif

4.1 Contraste et estimateur

On suppose que f € L2. On note || || la norme de L. Soit ¢ un estimateur
appartenant & Sy, oll, quel que soit m «modéle», S, est un sous-espace de L2.

Par exemple,

Sm = Vect(p(2™z — j),j € Z)
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sin

ou p(x) = na
argmin|[t — f||* = argmin(|[¢]|* - 2 [ t(2)f (2)dz)
teL? teL?
= argmin(|[t|* — 2E[t(X1)])
teL?

On cherche 9, telle que E[1)(Y1)] = E[t(X1)]. Ainsi,

m(t) = [1t]* — Zwt

sera un contraste.
En utilisant la formule de Plancherel, on a

E[t(Xy)] = t(z)f(x)dz

Jrs
[
-/

m|Hm|Hw|H\
3 3
r;'l’
— | —
\:

= ——p(u)
Qv)
t

= ﬁ p(y e~ Wdydu
q(u)J

- /] %e—w"p@)dudy

t(u)
i)

Or [|p|l. = 1. Et si on suppose que t est bornée a support compact et que
q € OS(y) ouqe SS(B,s) :
t(u
/|Q|du < o0
(u)

u t(u)
Donc ff| u y)ldudy = |[pll1 [ |=—|du < cc.

Pour justifier la derniére égalité, il faut montrer que [ [ |=——p(y)|dudy < co.

q(u)
De plus #(u) fe“””t (r)dx = t(—u).
Donc en supposant t bornée a support compact
1) e Vp(y)dudy = / F(D)W)p(y)dy
T or

car ¢ est paire.
Et finalement _

—t

Y= F(=).
q

On remarque que 1 est linéaire en t et qu’elle est bien définie pour t € S,,,. En
effet ¢ = 1;_ x) est bornée & support compact. On a méme 1, (z) = Vo(z) ou

5 ]- —TT, T
Vo = “emo] — ].
Si om note () = 27/2p(277 — ), On & Gy () = 27/ 26T ().
¢§0nr,j(x) = ‘F[2 m/2 71; u ‘7 (Lm)]
= 2m/2V,, 2™z — )
= V()

20



ot Vpp(u) = 1%{27’7’157;)

Site€ Sm,t=3 ez

et Vi j(2) = 2M/2V,, (27" — j).
a;m,; et donc
bi(w) = aVin ()
JEL
Puisque 7, est un contraste, on définit I’estimateur suivant

fm = arg min~y, (t)
teS,,

Orsit € Sm, t =23 c70;0m,; et

SIOED RS 9) SN ANG)

JEZ i=1 jEZ

car (¢m,j)jez est une base orthonormale.

omt) 2 :
Dar 2ay, - Z Vit (Y3)

i=1

n

1 n

= ar = — Vm Y;

i = — ; & (Y2)

fm = Z flj@mg
JET
Remarquons que :
. RS
E[ak] = E ZE[¢¢nz,k (}/Z)]

i=1

Eltg,, , (Y1)]
Elpm,k(X1)]
< Pm,k, f >

4.2 Evaluation du risque
On va calculer E||f,, — f||2. Soit
fm = ]E[fm] = ZE[&j]QOm,j = Z < ‘Pm,jvf > Pm,j
JEL jez
fm est la projection orthogonale de f sur S,,.
1 = FIP = N fom = ol + 1 = fI

par le théoréme de Pythagore.
Or EHfm - fm”2 = Zjez E(&j - aj)2 = Ejez VCLT(&j)

ZVar(&j) < Z%ZE[‘/’IHJ(K)Q]

JEZ jez " i=1

1
< o Vi@l
JEL
1
< - /Z Vﬂ%7j(a:)p(x)dx par convergence monotone
) JEL
2
JEL
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On va maintenant majorer || 3, V2 illoo

Vin,j (@) = 21n/2Vm(2ma:—j):Zm/Qf(f/m)(Qmm_j)
= g [
|
= efquWm(u)du = ¢ (Wm)

2 ),

ot Wy, est la fonction 27-périodique qui vaut 2™/2e72" =V, (u) sur Iintervalle
[—m, 7] et ¢;(Wy,) son j-iéme coefficient de Fourier.
D’aprés le théoréme de Parseval, on a

Sl W) = 5 [ Wl

JEL o
1 g 1
Donc Z|Vm,j(x)|2 = 5 77r2 Vi (w)|*du
JEZ
1 ™
_ _2m/ |q(2mu)|—2du
21w .
On note D,,, = 2™ et A(m) = # ff,, (27 u)| 2 du.
am) = o [T gy
m N 27T2Dm —7w Dy, N "
= 2wl
™ J—-1/h

en posant h = #. Ainsi, on retrouve exactement le terme || K||3 de I’estimateur

4 noyau. Finalement
1D Vi lloo = 7D A(m)
jez
ce qui implique
wD,,
n

E|l fn = FIIP <E[lfm — fI* +

A(m)

La variance est donc la méme que pour l'estimateur & noyau (toujours avec
h = —-—). Calculons maintenant le biais.
m

wD
If = fmll® anf |If —tl
tESm

T

< o [ 1) =22 fu)emo(u)
< o [ 1P - /2Py

< 5 )P

27 |u|>2m

Le biais est donc majoré de la méme facon que pour l'estimateur a noyau. On
obtient ainsi les mémes vitesses de convergence que précédemment en choisis-
sant m convenablement. Cependant, ce choix dépend de la régularité de f qui
est inconnue. On cherche donc maintenant & déterminer & partir des seules
observations Y7,..Y;, le meilleur m possible, c’est-a-dire le modéle qui permet
de se rapprocher le plus prés possible des vitesses de convergence déterminées
précédemment.
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4.3 Sélection de modéles

Soit M,, I’ensemble des modéles m considérés.

(de telle sorte que la variance soit toujours bornée).
On pose .
m = argmin{’\/n(fm) + pen(m)}
meM.,,
ot pen(m) est une fonction croissante de m qui sera déterminée par la suite.

On s’interesse a l'estimateur f,;,. Par définition de m,

Tn(fm) + pen(im) < yn(fm) + pen(m)

2
3
=
3
S—
|
2
3
=
3
S—
|

. 2 X
nmwme—ﬁgwkmm>

= S = W= 11 42 < fo— fonn £ > —2 307, ()
=1

En posant v, (t) = £ > {4 (Yi)— <t,f >}, ona

'Yn(fm) = n(fm) = ||fm - f”2 — [ fm — f”2 - 2Vn(fm — fm)
Ainsi

I fi = 12 = o = FI? = 20n(fi = fin) < pen(m) — pen(in)
On peut donc calculer le risque de I'estimateur fm :

1o = FI2 < W — FIP + 20(Fos — fin) + pen(m) — pen(i)

< = I+ 20— Sl ) - penom) —pentin
S o P+ gl + O3 - penom) —penin)
< W= fIP+ 50— fIP+ 50— fIP 46 sup 200

teT (m,m)
+ pen(m) — pen(in)

ot 7(m,m') = {t € Sm + Sm, [[t]| = 1} = {t € Spovm, [It]] = 1}
Soit p(m,m’) une fonction telle que

Vm,m’ 6p(m,m') < pen(m) + pen(m’) (5)
2, 4 N
Wfa = f12 < Slfm = FIP+6( sup  vR(t) = p(m, i)+
3 3 teT (m,m’)

+ 6p(m, ™) + pen(m) — pen(m)

2 fn = FIP+9 D> ( sup wi(t) —p(m,m'))s + 3pen(m)
m'eM,, teT (m,m’)

1 — 112

IN

Pour majorer le terme Y, ( sup 2 (t)—p(m,m’))y, on utilise le lemme

n
teT (m,m’)
suivant.
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Lemme 4 (Talagrand(1996))
On suppose que

L sup ghfleo < M
teT (m,m’)

2. E( sup |wn(t)]) <H
teT (m,m’)

3. sup  Var[y:(Y1)] <o
teT (m,m’)

Alors, il existe K > 0, K1 > 0, Ky > 0 telles que pour tout réel &

2.2
nH<“g
Ky

E( sup 12(t) - 2(4+ €)H?), < K[oeo
te7T (m,m’) n

On note pour la suite m” =m VvV m’

1. Calcul de M;

teT(mm')=t= Zajgomu,j =y = Zajvm//,j

JEZ JEL
)< Y S Vi) < 12 Y Vi (o
JEZL JEZ JEZL
sup  [[97 o < 1) Vinw jlloe < wD A(m")
teT (m,m’) jez

M1 = wD,n//A(m”)

2. Calcul de H
Remarquons d’abord que

[E( sup |ra(OD]* <E( sup  v;(1)
teT (m,m’) teT (m,m’)

Sit e T(m,m') alors vn(t) = 3 ;g ajVn(Pmr ;)

Donc
20) < S22 > w2 (emes) < 12D V2 (omer )
JELZ  JEL JEL
sup V ) < Z Un (@mer 5
teT (m,m’) jez

Or Vn(SDm”,j) nZz 1{V ”,j( i)— < Spm”,jaf >}

EY nlomrs)? < Z%ZE[VW,AY :

JEZ JEZ i=1
S E /VQ// ; dx
JGZ
S / E ’I’I’L” ; dx
JEZ
2
< —IIE Vi jlloo
JEZ
nDl

IN

(m”)

n
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Ainsi E( sup  12(t) < Z22A(m”) et
teT (m,m’)

7TDmN
n

H =

A(m//)

. Calcul de v
Soit t € T(m,m’)

Var[yy(Y1)] < /% x)dx </ Zaj () p(x)da

JEZ

Z ajak/ m () Vi i (2)p(2)da

J,kE€Z

Soit pj = [ Vinrr (@) Vi () p()dac

Varfg (Y] <D af | > |pjnl?
JEL 7,kEZ
sup  Var[y: (7)) Z |02
teT (m,m’) Jkez

pik = Dpr / Vit (D = ) Vi (D — j)p(2)da
Dy )
- o / / ST (u)e "V (0) / &P p () drdudy
T
1
— F / / e—zuje—wkzm// (u,v)dudv — Cj,k(Zm”)
0 —7J -7

ol Zpy est la fonction 27-périodique qui vaut

D1y Vi (0) Vi (0)p(—= Do (w +0)) sur [—m, ] X [—7, 7] et ¢ 1 (Zpmr) son
7, k-iéme coefficient de Fourier.

D’aprés le théoréme de Parseval, on a

Z ¢k (Zmr) ) /_7T /_ﬂ o (1, 0) ) dudv

J,kEL

IN

1T e
Z |pj7k|2 = 4—7'('2/ .D,,2.,1//|Vm”(u)vm”(v)p(_Dm”(u+v))|2dUdv (6)

Jk€EZ

= 4:2” \///'Vm” )HP(= D (u + ) |2dUdU\///|VmN )AB(= Dy (u + v)) |2 dudv
D2 1

S 2 D / / Vi (w)|4[p (@) [* dudzx / / Vi () 4B (y) |2 dyco

<

Dm//
12 _,,|Vm” u)| du/|px )|2dx

Or | f(z)| < = [ |e"" f(u)|du < 5=. Donc

2
[ 1ots |dxf42/|q e < 142
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> Iyl < 29D, A )

J.kEZ

N T |~ _ TDm
ott Ag(m) = [7_|§(Dmu)|~*du = 5~ [T5 |q(v)|dv.
On remarque aussi que Yu |p(u)| < Qi L’ egahte (6) donne donc :

1
Do lois < gy | Dl Vo () Vo 0) P
e D2, g
< ([ [TtwPay
< in’nﬁA( ")?

Ainsi

1
v = min{ \}:% D Ag(m”), §Dm/,A(m'/)}

4.3.1 premier cas : q € OS(v)

On a vu que A(m) = ||K||3 avec h = 1/ D,,, donc pour g ordinary smooth, il
existe () > 0 ne dépendant que de @1 et 7y tel que

A(m) < QD7

Lemme 5 Si g € OS(v) alors il existe Cy > 0 ne dépendant que de Q1, Q2 et
v tel que
A(m) > Coy/Ay(m)

Démonstration :

1 77D7n
Balm) < gz [ (P10 < MG, QDY
Dle —7m D,

D’autre part,

1 7D, 9
A(m) > m/ (1+U )’YdU

> ! /me v (1+ 2)7d
v v
oo DmQQ 7TDm

D2 (1+v*)+
( ) ]oDm > M'(v,Q2)D2}

27?3@2[ y+1 -

Finalement Ay(m) < MDY < 1\%2A( )2 donc il existe Cp = % telle que

CO\/A4(m) S A(m) O

pone llgll Do Aa ) _dl s
q q
V= Dm//A < mNA
870 () < R,

On prend £ = 1.
On peut maintenant appliquer 'inégalité de Talagrand :

E( sup  vp(t) —2(4+ ) H?) 1 < K'[U(m") +V (m")]
te7T (m,m’)
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Vv Dm”A(mH) e—K:ﬁ/Dm//

oun U(m")=
Vim) = Do B0) ks
2
n
K> est une constante numérique
K3 et K’ sont des constantes dépendant de Q1, Q2,7 et ||¢||-

V(m'") < ie_K”/ﬁ

- n

Z V |Mn| —Kzf

™™
m/eEMy,

me Mpm = DpA(m) < =
T
= DIl <
moT M
Donc 3k [M,| < rklnn et il existe C1 > 0 telle que >, V(m'") < &

QD2V/;|’1/2 —ng\/Dm//

U(m//) S o
< 6(D2v+1/2 D2'y+1/2) 2 (\/D,+vVDm)
Z U(m//) < 6 _—\/_ZD2v+l/2 ,ﬁ /D,
m’'eEM,, n
+9D2v+1/2677\/—mze—%\/1>—w
no " m/
.o
ooon

Donc

E( sup v2(t) —10H?), < =2
teT (m,m’)

ot C5 est une constante qui dépend de @1, Q2, ¥ et ||¢g||. On pose

1
pim,m’) = 100 = 227D A"

et
2v+1

pen(m) = 60mQ

de telle sorte que (5) soit vérifiée. On remarque que pen ne dépend que de q et
donc m = argmin{v,(fm) + pen(m)} est bien calculable. Avec cette pénalisa-

meM,,

tion, on a
2 Cs
E( sup Vn(t) - p(ma m )) < —
teT (m,m’) n

Donc
. 5 2 D27+1
El|fn — fII? < 2E||fn — fII* + =2 + 1807Q
D2

E|fa = £1? < C{Ell fm — fI* + mT}
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Théoréme 1 On considére le modéle (1) avec les hypothéses H1, H2, H3 et
Hy. Soit

WO =P =23 0r) on we=FC),
1=1

Soit f = argminy,(t) et m = argmin{y.(fm) + pen(m)} ot pen(m) =

tESm meMy
2v+1
607Q D"z et @ est une constante ne dépendant que de Q1 et y. L’estimateur
fm vérifie

R ) 9 D2v+1
E m <(Cy inf {E m -
1w = fII" < Ca inf {E|fn — "+ ——}

ol 04 dépend de Q17 Q27 Y et ||q||

Cet estimateur converge donc vers f avec les vitesses obtenues dans la section
3:

Elfm— fI? = O(n—ﬁ};ﬁ) si f € 0S(5)
= 0(%) si feSS(A,r)

4.3.2 deuxiéme cas : ¢ € SS(B,s)

On a a nouveau besoin d’un lemme :

Lemme 6 Si g € SS(B,s) alors il existe Cy ne dépendant que de Q1, Q2, B
et s telle que
A(m) > CoD;3/%\/Ay(m)

Démonstration :

2 ﬂDm 4B s

Ay(m) < —/ eV dv

D@3 Jo

D’apres le lemme 2, Ay(m) < M(Q1, B, S)D;Se‘lB”SDfn.
Par ailleurs, d’aprés la remarque 3, A(m) > M'(Q2, B, s)D;;*e25™ Pn_ Finale-
ment D;LS/2\/A4(m) < \]/\/[M/A(m) d
On sait également qu’il existe une constante ) dépendant de @)1, B et s telle
que

A(m) < QD;LSGQBWSD;
Ainsi

. 191Q 3% 2Brop, @ ni-s 2BrDe
v S mln{\/g_TCme%, e Us m//7 EDm”Se s m//}

Deux cas se présentent donc.

esis>1
Dans ce cas v < €D} 5e2B D

On applique l'inégalité de Talagrand :
E( sup  vp(t) =214+ E)H?); < K'[Um") +V(m")]
teT (m,m’)
1-s
oil U(m”) _ D'm.” eszSD;/,e—K3§2
n
V) = D)
n
K5 est une constante numérique
K3 et K’ sont des constantes dépendant de Q1,Q2, B et s.
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Soit £2 =

Or

4B’T Dy, de telle sorte que

2B DS, — K3¢* = —2Bn° D%,

D)’ .
U(mll) S “m'" 723# Dm,,
1 s 1—s
< ‘Dm’ + Dm e—BﬂS(Dfn-i-Dfn/)
B n
e_Bﬂ'SDfn e
2 : U(m//) S § Dl 5o —Bn®D,;
n
m’'eM, m’
1— Se —Bn®D;,
D § —Br*D!?
e
Ch
Tooon
V(m') < 1 -KavmizDs, <L 1 —Kivm(D+D;,0)
T n ™

Z V(m") < |M,, | 7K4\/_Dm+_ze Kyy/nD?,,

™
m’'eM,,

me My = DpA(m) <

203

_ s s n
= Drln seQBTr Dy, S -
aM

Donc 3k |[M,| < klnlnn et il existe Cy > 0 telle que Zm’EMn V(m'") <
% Donc

E( sup 12(1) - 24+ E)H?), <

teT (m,m’)

Gs
n

ot C3 est une constante qui dépend de 1, 2, B et s. On pose

et

4B7* ™

p(m,m') =2(4 + Dfn,,)ﬁDmuA(m”)

3

Dy, o2B7°D;,

pen(m) = a -

ol a est une constante qui dépend de B, s, Q1 et Q2 de telle sorte que (5)
soit vérifiée.

esis<l1
Dans ce cas v < 7873Ce m//e

_ldll@ D 2B7°D:

On applique l'inégalité de Talagrand :

E( sup  vp(t) = 2(4+ ) H?) 4 < K'[Um") +V(m")]
te7T (m,m’)

1—s

U(m//) — ‘D’I’I’Lz” QB7T D? m!! _I<3Dm§/g 52
V(m//) _ Dm”AQ(m )esz\/ﬁg
n
K5 est une constante numérique
K3 et K’ sont des constantes dépendant de Q1,Qa, B, s et ||q||.

Il faut a nouveau distinguer deux cas.
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—sis< %
On a alors 155 > s et on peut poser £2 =1

Donc

C
E( sup v2(t)—10H?) < =
teT (m,m’) n

ot C5 est une constante qui dépend de Q1, Q2, B, s et ||¢||. On pose

p(m,m') = 10—WDmuA(m”)
n

et

Dl_S s s
pen(m) = a—2—e2B™ D
n
ol a est une constante qui dépend de B, s et ()1 de telle sorte que
(5) soit vérifiée.
. 1
— 818> 3

3s—1
2
1"

l1—s 2 _ 4Bx®
On a alors =5* < s et on pose {~ = TgDm

Z V(m//) S @

n
m’eM.,,

Donc

C
E( sup vp(t) —2(4+&)H?), < =
teT (m,m’) n

ot C3 est une constante qui dépend de Q1, Q2, B, s et ||¢]|. On pose

4B7TS 3s—1 ﬂ'D 1"
=214+ -—"—D, 7 )"
p(m7m) ( + K3 m ) n

A(m”)

et

1«;5
D 2B D3,

n
ol a est une constante qui dépend de B, s et Q1 et ||q|| de telle sorte
que (5) soit vérifiée.

pen(m) = a
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Ainsi, dans tous les cas

C3
2
E( Sup Vn(t) _p(ma ml))+ < —
teT (m,m’) n
mais 1
a s s
pen(m) = —DL7%e*P™Pm i s< =
n 3
a 1ts sys . 1
—D,Z 2B Pm g §§s<1
a sps .
_DmeQBﬂ Dy, si s Z 1
n

On peut écrire pen(m) de la fagon suivante :

pen(m) = a 717:[57(35271)4*]4’62B775Dfn

n
Théoréme 2 On considére le modéle (1) avec les hypothéses H1, H2, H3 et
Hy. Soit

WO =P =23 0(r) on we=FC),
=1

Soit fr, = argminy, (t) et m = arg min{v,(fn) + pen(m)}
tESm meMy

a 1_[5_(352_1)+]+6237TSD

ot pen(m) = wDm m et a est une constante ne dépendant

que de Q1, Qa, B, s et ||q||. Lestimateur fs, vérifie

1-[s—(25 ) 4]+

;o 2 . 2 m 2Bn°D;,
Bl fa— fI7 < Cyinf (Bl fn— f7 + 20— 2mm'0y

ot Cy dépend de 1, Q2, B, s et C.

C’est seulement dans le cas ot s < % qu’on retrouve le méme ordre de la variance
que précédemment.

Si f € OS(4), on peut remarquer que la puissance de D,, ne modifie pas le
résultat final (elle ne change que le m qui réalise l'inf).

25

Ellfi = fII? = O((lnn)~)

Si f € SS(A,r), le résultat n’est modifié que si r > s. Avec les notations de la
section 2.4.4, on a

esir=s

i 2 ~adz B GG S PO R

EHfm - f” = O(Tl A+B (h}n) ATB <
esir<s
R k ' '
Ellfm — fI? = O(exp[z bi(lnn)(z+1))\—z])
i=0
esir>s
(In n)M k
EHffn - f||2 = O( eXp[— Zai(lnn)(“—l)“_l])
i=0
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Remarque 7 Dans le cas r = s = 1, on obtient la vitesse ( )AJ%B cona

donc une perte logarithmique lorsqu’on passe a l'estimation adaptative comme
l’a remarqué Tsybakov (2000).
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