LICENCE MFA ORsAY 2017-2018
INTEGRATION ET ANALYSE DE FOURIER

Feuille d’exercices n°8

Exercice 1 - Montrer que 'on n’a pas, en général, pour f € L>°(R") :
li — = 0.
Jim |17 — 72 o
Indication. Considérer la fonction f = 1o ) (fonction caractéristique de I'intervalle [0, 1]).

Exercice 2 - Soient deux réels finis —0o < a < b < oo. On introduit les deux fonctions indicatrices :

JF=1_4q g=T_py-
1. Montrer que f et g sont convolables et donner I’expression explicite de f * g.

2. Quelle est la régularité de f et de g7 Quelle est celle de f *x g7 S’améliore-t-elle ?

Exercice 3 -

1. Soient trois fonctions intégrables f,g,h € L*(R). Montrer que le produit de convolution est
associatif :

(f*g)xh=fx(g=h).

2. Soient maintenant les trois fonctions suivantes définies sur R :

=100,  9:=1_10 — Lo h = 1g.

Montrer que (f * g) * h =1 puis que f * (g * h) = 0. Interpréter.

Exercice 4 - Pour a > 0, on définit une fonction g, : R — R par

ga(x) := e_%(g)Q.

1. Montrer que pour tous a,b > 0, on a
ga * gp € €°(R),

et aussi :
Ga * gp € m LP(R)'

1<p<oo

2. Montrer que, pour tous a,b > 0, on a

9a * b = 9, /a7552"

Exercice 5 - Soit 5 et L deux réels strictement positifs. On note £ le plus grand entier strictement
inférieur & . Soit f qui vérifie la propriété de Holder suivante : f est dérivable ¢ fois et sa dérivée
{-éme vérifie :

Ve,ye R |fOy) — fO(2)] < Ljz -y~



Soit K un noyau d’ordre £, c’est a dire une fonction d’intégrale 1 vérifiant
vie{l,..., 1} /MK@Mu:O
On supose également que [ |u|?|K (u)|du < oo et on note

= [ K.

Pour tout h > 0, on note K (z) = K(x/h)/h. Soit =y € R. Le but de 'exercice est de s’intéresser a
Ierrreur d’approximation de f par Kp * f au point xg.

1. Montrer que
Kp, x f(x0) — f(z0) /K f(zog — uh) — f(xo)]du.

2. Montrer qu'il existe 7 € [0, 1] tel que

K * f(zo) — f(x0) /K f(é)( — Tuh)du,

puis que

Kp * f(xo) — f(z0) /K f(e) (xg — Tuh) — f(g) (x0)]du.

3. En déduire que
| K * f(w0) — f(x0)] < ChP.
Quel h faut-il prendre pour que Kj * f soit une bonne approximation de f en zg?

4. Donner des exemples de propriétés vérifiées par Kj * f mais pas par f (pour un noyau bien
choisi).

Exercice 6 - (Théoréme d’approzimation polynomiale de Weierstrass) Soient a < b des réels et
f € %([a,b]). L’objectif est de montrer qu’il existe une suite (p,) de fonctions polynomiales sur
[a, b] vérifiant

sup | f(t) = pn(t)| = 0,n — oc.
a<t<b

Pour ce faire (la preuve qui suit est due a E. Landau), on commence par supposer, quitte a retrancher
a f une fonction affine, que 'on a f(a) = f(b) = 0. On pose R := b—a > 0 et on définit une fonction

q:R — R par
ﬂﬂ:{m_ﬁ st |t < R,

0 sinon.

Etape 1. On commence par prouver que, pour tout § > 0, on a

b sela®lmdt+ [P la(e) dt

e Jela®) dt =0

1. Montrer que le résultat est trivial si 6 > R. On suppose donc a présent que 'on a § < R.



2. Démontrer la relation suivante pour tout n > 1 :
[oe)
| laorde < Rl

En déduire que l'on a f__fo [q(t)]™ dt + [5°[q(¢)]™ dt < 2R[q(6)]™ pour tout n > 1.
3. Montrer que l'on a
5 n
Jura=sa(3)]
R

Etape 2. On définit, pour n € N, une fonction @,, : R — R par

e
nll) = T o) ds

On vérifie facilement que I'on a @, > 0 sur R, @, (t) = 0 pour [t| > R, [p Qn(t)dt =1 et que, pour
tout 6 >0, on a:

4. Conclure.

-0 0o
/ Qn(t) dt+/ Qn(t)dt — 0,n — co.
—00 F)

On définit alors p, : R — R par )
Pn = Qn * f,
ou f est la fonction continue sur R définie par f(t) = f(t) pour ¢ € [a,b] et f(t) =0 pour t ¢ [a, ).
On veut montrer que (py,) converge uniformément sur R vers f.
1. On commencera par rappeler briévement pourquoi le produit de convolution ci-dessus est bien
défini.
2. Fixer t € R et montrer que, pour n € N :

F(t) — palt) = /R Q) (1) — F(t — 5)] ds.

3. En déduire que I'on a, pour tout § > 0 (avec || f||co := sup,eg |f()] = sup,<;<p | f(1)])

If@) = p(®)] < /_ZQn(S)If’(t) — J(t = s)lds + 2/ fll [/—:+/600] Qn(s) ds.

Et:?lpe 3. Fixons € > 0. On se propose a présent de montrer qu’il existe un entier N tel que l'on
ait || f — pullo := supyese |F(t) — pu(t)] < € pour n > N.
1. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que l'on ait |f(¢) — f(s)| < § dés que s,t € R vérifient [s —t| < 4.
2. En particularisant les résultats de ’étape 2 au § > 0 obtenu au point précédent, montrer que
I'on a, pour tout t € R :

70 -0l < § 207 [ [+ [T @utsras

3. Conclure.
Etape 4. Il reste & montrer que la restriction de py, & [a, b] est un polyndme, pour chaque n € N.
1. Montrer que 'on a, pour tout a <t <b:

b
pult) = / F(8)e (B — (t— )" ds,

ot l'on a posé ¢, = [plq(t)]" dt.

2. Ecrire finalement ¢, ![R? —(t—s)?|" = Z?Zo a;j(s)t/, ot les a;, 0 < j < 2n sont des polynomes,
et conclure.



