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Intégration et analyse de Fourier

Feuille d’exercices no7

Exercice 1 - En appliquant l’identité de Parseval aux fonctions u : [−π, π]→ R et v : [−π, π]→ R
définies par u(t) := |t| et v(t) := t2 pour |t| ≤ π, montrer que l’on a :

∞∑
j=0

1

(2j + 1)4
=
π4

96
et

∞∑
j=1

1

j4
=
π4

90
.

Exercice 2 - Soit f : R→ R une application continue et 2π-périodique.

1. On suppose que f est de classe C∞. Montrer que pour tout entier k, cn(f) = o(1/nk) quand
|n| → +∞.

2. Réciproquement, on suppose que cn(f) = o(1/nk) pour tout entier k et on pose S(x) =∑
n∈Z

cn(f)einx.

(a) Calculer les coefficients de Fourier de S.

(b) Démontrer que S est de classe C∞.

(c) En utilisant le théorème de Parseval, montrer que f = S et donc que f est de de classe
C∞.

3. Quel théorème a-t-on ainsi démontré ?

Exercice 3 - On considère la série de fonctions :∑
n≥1

sin3(nθ)

n!

1. Montrer que cette série converge uniformément sur R. On note S(θ) sa somme.

2. Montrer que S est de classe C∞ et 2π− périodique.

3. En développant sin3(nθ), exprimer S(θ) en fonction de (justifier aussi l’existence) :

σ(θ) :=
∑
n≥1

sin(nθ)

n!
,

4. Montrer que S(θ) est développable en série de Fourier et trouver son développement.

5. En considérant aussi

τ(θ) :=
∑
n≥0

cos(nθ)

n!
,

calculer explicitement τ(θ) + iσ(θ).

6. En déduire que pour tout θ ∈ R, on a la formule explicite :

S(θ) =
3

4
sin(sin θ)ecos θ − 1

4
sin(sin 3θ)ecos 3θ.



Exercice 4 - Pour 0 ≤ r < 1 et θ ∈ T = [−π, π], on note Pr(θ) le noyau de Poisson défini par :

Pr(θ) =
1− r2

1− 2r cos(θ) + r2

1. Montrer que ∑
n∈Z

r|n|einθ = Pr(θ).

2. Montrer que pour toute fonction f ∈ L1(T), et pour tout 0 ≤ r < 1 :∑
n∈Z

cn(f)r|n|einθ =

∫
[−π,π]

f(t)Pr(θ − t)
dt

2π
.

3. Montrer que
• Pour tout θ ∈ T et tout r ∈ [0, 1[, Pr(θ) > 0;

•
π∫
−π

Pr(θ)
dθ
2π = 1;

• Pour tout δ > 0, petit, on a la convergence uniforme

lim
r→1−

‖Pr‖C0([−π,−δ]∪[δ,π]) = 0.

4. Soit f ∈ L1(T) une fonction continue 2π−périodique. Montrer que

lim
r→1−

∑
n∈Z

cn(f)r|n|einθ = f(θ).

Exercice 5 - Soit f ∈ C0(T) où T = [−π, π]. On dit que f est définie positive si, pour tout n ∈ N,
tout (θ1, .., θn) ∈ Tn, et tout (c1, ..., cn) ∈ Cn, on a :∑

1≤j,k≤n
f(θj − θk)cjck ≥ 0.

1. Soit m ∈ N et soit :

φ(θ) =
m∑

n=−m
ane

inθ, avec tous les an ≥ 0.

Montrer que φ est définie positive.

2. Soit f ∈ C0(T) avec cn(f) ≥ 0 pour tout n ∈ Z. Déduire de la question précédente que f est
définie positive.

3. Soit f, g ∈ C0(T). On introduit la fonction

F (θ) :=

π∫
−π

f(θ − θ′)g(θ′)
dθ′

2π
.

Calculer les coefficients de Fourier de F en fonction des coefficients cn(f) et cn(g).

4. Soit f définie positive. Pour toute fonction g ∈ C0(T), montrer que l’on a :

π∫
−π

π∫
−π

f(θ − θ′)g(θ)g(θ′) dθ dθ′ ≥ 0.



5. Soit f définie positive. Déduire du 4) que cn(f) ≥ 0 pour tout n ∈ Z.

Exercice 6 - Soit f une fonction 2π−périodique et intégrable. On note ck ses coefficients de Fourier,
et on suppose que la quantité

∑
k∈Z
|k||ck|2 est finie.

1. Montrer que f est de carré intégrable.

2. Pour un x donné , on note sn(x) =
n∑

k=−n
cke

ikx la n−ème somme partielle de la série de

Fourier et σn(x) la n−ème somme de Fejér. Exprimer la différence δn(x) = sn(x)− σn(x) en
fonction des ck et de x et n.

3. Soit N ∈ N et n ≥ N. Prouver∑
N≤|k|≤n

|k||ck| ≤ n
√

2
∑

k∈Z,|k|≥N

|k||ck|2.

4. Prouver alors que lim
n→+∞

1

n

∑
|k|≤n

|k||ck| = 0.

5. Prouver que (δn) converge uniformément vers 0.

6. On suppose de plus que f est une fonction continue. Montrer que la série de Fourier converge
uniformément (vers f).

7. Montrer que l’hypothèse
∑
k∈Z
|k||ck|2 < +∞ est vérifiée en particulier lorsqu’il existe une

constante C telle que |ck| ≤
C

|k| ln |k|
, pour |k| ≥ 2.

Exercice 7 - Soit f(x) = χ[a,b](x) la fonction indicatrice d’un intervalle fermé [a, b] ⊂ [−π, π] avec
a < b, définie pour x ∈ R par la formule :

χ[a,b](x) :=

{
1 si x ∈ [a, b],

0 sinon.

1. Montrer par le calcul que la série de Fourier de f vaut :

S(f)(θ) =
b− a
2π

+
∑
n∈Z
n 6=0

e−ina − e−inb

2iπn
einθ.

2. Montrer que

S(f)(θ)− b− a
2π

=
1

π

∑
n∈Z∗

sin
(
n b−a2

)
n

ein(θ−
a+b
2

).

En déduire que si b− a 6= 2π, cette série de Fourier ne converge pas absolument.

3. Soit θ ∈ R/2πZ. Montrer que la série
∑

n∈Z∗
einθ

n est convergente.

Indication. Si (ak)k>1 et (bk)k>1 sont deux suites de nombres réels quelconques, alors pour
tout n > 2 on a la sommation par parties :

n−1∑
k=1

(ak − ak+1)
[
bk + · · ·+ b1

]
=

n∑
k=1

akbk − an
(
b1 + · · ·+ bn),

ce qui permet de déduire le critère de convergence d’Abel : si la suite (ak)k>1 est positive,
décroissante, convergente vers zéro, et si la suite (

∑n
k=1 bk)n>1 est bornée, alors la série∑+∞

k=1 akbk converge.

4. Montrer que la série de Fourier de f converge en tout point θ ∈ R/2πZ. Que se passe-t-il
lorsque a = −π et b = π ?


