
L3 MFA Math 302 Orsay 2017-18
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Corrigé du devoir no2

Exercice 1 -

1. Comme A est mesurable et positive, le théorème de Tonelli assure que pour presque tout
x P R, la fonction tranche Ax : y ÞÑ Apx, yq est mesurable. Par ailleurs, f est mesurable. On
en déduit que y ÞÑ Apx, yqfpyq est mesurable pour presque tout x P R.

2. (a) Soit f P L8pRq. Pour presque tout x P R, l’hypothèse entrâıne que Ax P L1pRq.
L’inégalité de Hölder nous assure alors que y ÞÑ Apx, yqfpyq P L1pRq et ainsi que Tfpxq
est bien défini pour presque tout x P R et de plus

p.p.x P R , |Tfpxq| ď }f}8

ż

Apx, yq dy ď C0}f}8.

(b) Pour toute fonction g P L1pRq et pour tout f P L8pRq, px, yq ÞÑ Apx, yqfpyqgpxq est une
classe de fonctions mesurables, cette classe est intégrable si et seulement si

ĳ

Apx, yq|fpyq||gpxq| dx dy ă `8 .

Or, en utilisant le théorème de Tonelli,
ż
ˆ
ż

Apx, yq|fpyq| dy

˙

|gpxq| dx ď C0}f}8

ż

|gpxq| dx “ C0}f}8}g}1 ă `8.

Ce qui démontre que px, yq ÞÑ Apx, yqfpyqgpxq est une classe de fonctions intégrables.

(c) En appliquant maintenant le théorème de Fubini à la fonction intégrable px, yq ÞÑ
Apx, yqfpyqgpxq, on en déduit que x ÞÑ

ş

Apx, yqfpyqgpxq dy “ Tfpxqgpxq est mesurable.

(d) La linéarité de l’opérateur T est claire.Vérifions que T opère bien sur L8pRq, autrement
dit que pour tout f P L8pRq, T pfq P L8pRq. Compte-tenu de la question 2.paq, le seul
point délicat est la mesurabilité de T pfq. Selon 2.pcq, on sait que pour toute fonction
g P L1pRq, x ÞÑ Tfpxqgpxq est mesurable. Or il existe une fonction g P L1pRq telle que
1
g est mesurable et ainsi x ÞÑ Tfpxq est mesurable. On en déduit par la question 2.paq
que T définit un opérateur linéaire borné de L8pRq Ñ L8pRq, de norme }T }8,8 ď C0.

3. Soit f P L1pRq. On a par le théorème de Tonelli,
ĳ

Apx, yq|fpyq|dxdy “

ż
ˆ
ż

Apx, yq|fpyq| dx

˙

dy

et selon l’hypothèse
ż

|fpyq|

ˆ
ż

Apx, yq dx

˙

dy ď C0

ż

|fpyq| dy “ C0}f}1 ă `8.

Ce qui démontre que la fonction px, yq ÞÑ Apx, yqfpyq est intégrable. Le théorème de Fubini
nous assure alors que pour presque tout x P R, la fonction y ÞÑ Apx, yqfpyq est intégrable (on
pouvait aussi dire que T |f | est fini presque partout car intégrable). On en déduit que pour
presque tout x P R, Tfpxq est bien défini. Le théorème de Fubini assure aussi que Tf est
intégrable. On a ainsi défini une fonction Tf dans L1pRq et

}Tf}1 “

ż

|Tfpxq|dx ď

ĳ

Apx, yq|fpyq|dydx ď C0}f}1.



4. (a) Comme px, yq ÞÑ Apx, yqfpyq est une fonction mesurable et positive, le théorème de
Tonelli nous assure de la mesurabilité de Tf .

(b)

Tfpxq “

ż

R
Apx, yqfpyqdy “

ż

R
A

1
p px, yqfpyqA

1´ 1
p px, yqdy.

L’inégalité de Hölder appliquée aux fonctions mesurables et positives y ÞÑ A
1
p px, yqfpyq

et y ÞÑ A
1´ 1

p px, yq nous donne pour tout x P R :

Tfpxq ď

ˆ
ż

R
Apx, yqfppyqdy

˙
1
p
ˆ
ż

R
Apx, yqdy

˙1´ 1
p

.

On en déduit par l’hypothèse que

Tfpxq ď C
1´ 1

p

0

!

ż

R
Apx, yqfpyqpdy

)1{p
.

(c) ||Tf ||pp “
ş

RpTfpxqq
pdx ď

ş

RC
p´1
0

!

ş

RApx, yqfpyq
pdy

)

dx.

En utilisant à nouveau Tonelli
ż

R
Cp´10

!

ż

R
Apx, yqfpyqpdy

)

dx “

ż

R
Cp´10 pfpyqqp

!

ż

R
Apx, yqdx

)

dy.

D’où, par l’hypothèse,

}Tf}pp ď

ż

R
Cp´10 pfpyqqpC0dy ď Cp0}f}

p
p.

5. Soit f P LppRq pour un p Ps1,`8r, mais sans supposer que f est à valeurs positives.

(a) D’après la question précédente, T |f | est mesurable et}T |f |}pp ď Cp0}f}
p
p. Ce qui démontre

que T |f | P LppRq. On en déduit que pour presque tout x P R, T |f |pxq ă `8 et donc
pour ces ”x”, y ÞÑ Apx, yqfpyq est intégrable en y, ce qui permet de définir Tfpxq par
(1) (en décidant d’attribuer la valeur 0 sur l’ensemble négligeable restant).

(b) On souhaite montrer que x ÞÑ Tfpxqgpxq est mesurable, on va donc utiliser le théorème
de Fubini sur la fonction px, yq ÞÑ Apx, yqfpyqgpxq. Celle-ci est intégrable si et seulement
si

ż ż

Apx, yq|fpyq||gpxq| dx dy ă `8.

Or, en utilisant l’inégalité de Hölder,
ż

pT |f |q|g| ď }T |f |}p}g}q ă 8

Donc (Tonelli)

ĳ

Apx, yq|fpyq||gpxq|dxdy “

ż
ˆ
ż

Apx, yq|fpyq| dy

˙

|gpxq| dx “

ż

pT |f |q|g| ă 8

On en déduit que px, yq ÞÑ Apx, yqfpyqgpxq est intégrable et par le théorème de Fubini
que x ÞÑ Tfpxqgpxq est mesurable. Il vient alors comme dans 2.(d) que x ÞÑ Tfpxq est
mesurable.

(c) }Tf}pp “
ş

R |Tfpxq|
pdx et |Tfpxq| ď pT |f |qpxq. Donc }Tf}p ď }T |f |}p ď C0}f}p et

Tf P LppRq.



(d) On pose Apx, yq “ upx ´ yq avec u P L1pRq et à valeurs positives. Alors A vérifie les
conditions de l’énoncé avec C0 “ }u}1, et

Tvpxq “

ż

R

ż

R
upx´ yqvpyqdy “ u ˚ vpxq.

On retrouve la définition du produit de convolution u ˚ v P Lp lorsque v P Lp et
}u ˚ v}p ď }u}1}v}p .

Exercice 2 -

1. Pour tout t P r´π, πs

Dnptq “
n
ÿ

k“´n

eikt “

$

’

&

’

%

sinppn` 1
2qtq

sinp t2q
si t ‰ 0 (mod 2π)

2n` 1 sinon.

2. Ln est clairement linéaire par linéarité de l’intégrale. Elle est continue car pour tout f dans
C0pr´π, πsq,

|Lnpfq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż π

´π
fptqDnptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8
1

2π

ż π

´π
|Dnptq|dt.

On a donc

~Ln~ ď
1

2π

ż π

´π
|Dnptq|dt.

3. On a déjà la majoration, donc il suffit d’une minoration. Soit gpptq “
Dnptq

|Dnptq|`1{p
. Cette fonction

est continue de norme }gp}8 ď 1. De plus

|Lnpgpq| “ Lnpgpq “
1

2π

ż π

´π

|Dnptq|
2

|Dnptq| ` 1{p
dt

On applique le théorème de convergence dominée, avec la domination |Dnptq| qui est intégrable
sur r´π, πs (fonction continue bornée). Ainsi |Lnpgpq| Ñ

1
2π

şπ
´π |Dnptq|dt quand p Ñ 8. Et

donc ~Ln~ ě
1
2π

şπ
´π |Dnptq|dt.

4. On peut observer que

ż kπ

pk´1qπ
| sinpvq{v|dv ě

1

kπ

ż kπ

pk´1qπ
| sinpvq|dv “

1

kπ

ż π

0
sinpvqdv “

2

kπ

qui est le terme général d’une série divergente.

5. On calcule

ż π

´π
|Dnptq|dt “ 2

ż π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinppn` 1
2qtq

sinp t2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt ě 2

ż π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinppn` 1
2qtq

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt “ 2

ż pn` 1
2
qπ

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpvq

v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dv

Il suffit alors d’appliquer la question précédente.

6. Ici E “ C0pr´π, πsq muni de la norme uniforme (qui est complet), et G “ tLn, n ě 0u. Etant
donné la question 5, on n’est pas dans le cas où p~Ln~qně0 est bornée, donc il existe f P E
telle que supně0 |Lnpfq| “ `8. Or la série de Fourier de f en 0 est la limite de Lnpfq, donc
elle diverge.


