L3 MFA MATH 302 ORSAY 2017-18
INTEGRALE DE LEBESGUE

Devoir n°2

Exercice 1 - On se donne une fonction positive A, mesurable sur R2. On suppose de plus qu’il
existe Cy > 0 tel que

f A(z,y)dy < Cyp pour presque tout = € R,
R

J A(z,y)dz < Cy pour presque tout y € R.
R

1. Montrer que si f est une fonction mesurable sur R, la fonction y — A(x,y)f(y) est mesurable
pour presque tout z € R.

2. (a) Montrer que pour tout f € L*(R), on définit une fonction 7T'f par
Tf(a) = | Alw.) ) dy (1)

pour presque tout z € R, et que |T'f(z)| < Co|f]|co-

(b) Montrer que pour tout f € L(R) et g € L*(R), application (z,y) — A(z,y)f(y)g(x)
est intégrable.

(c) En déduire que pour toute fonction g € L'(R) et pour tout f € L®(R), x — T f(x)g(x)
est mesurable.

(d) En déduire que T définit un opérateur linéaire borné de L*(R) — L*(R), de norme
HTHoo,oo <Cp .

3. Montrer que si f € L'(R), la fonction y — A(z,y)f(y) est intégrable (en y) pour presque tout
x € R, la formule (1) définit une fonction T'f dans L*(R), et ||Tf||1 < Col|f]|1.

4. On se donne maintenant un exposant p €]1, +00[ et une fonction f mesurable positive sur R,
et on définit T'f(z) € [0, +o0] par (1).
(a) Dire pourquoi T'f est mesurable.

(b) Montrer que
_1 1/
71 <G { [ Awsora)”

(c) En déduire que |[Tf][5 < CEII |15

5. On suppose maintenant que f € LP(R) pour un p €]1, 40, mais sans supposer que f est a
valeurs positives.

(a) Montrer que pour presque tout x € R, la fonction y — A(z,y)f(y) est intégrable en y
(ce qui permet de définit T'f(x) par (1), en décidant de poser T f(x) = 0 sur l’ensemble
négligeable restant).

(b) Soit g tel que 1/p+1/q = 1. Montrer que pour toute fonction g € LI(R) = +— T f(x)g(x)
est mesurable, et en déduire que que T'f est mesurable.



(c¢) Montrer que T'f € LP(R), et que [|Tf]], < Col|f]lp-

6. On pose A(z,y) = u(z —y) avec u € L*(R) et & valeurs positives. Montrer que A vérifie les
conditions de I’énoncé et montrer que ’on retrouve la définition du produit de convolution
uw#*v e LP lorsque v € LP, et que [|u = v||, < [|ul[1][v]]p -

Exercice 2 -

Pour tout n = 0, on considere ’application
Ly (CO([=m, 7D o) — R
fo— > all)

k=—n

On note D,, le noyau de Dirichlet.

1. Rappeler les deux expressions du noyau de Dirichlet.

2. Montrer que L,, est une application linéaire continue.

3. Montrer que sa norme d’opérateur vaut 5= §" | Dy, (t)|dt.

4. Montrer que l'intégrale S(O)O | sin(v)/v|dv diverge.

5. Montrer que ||L,|| tend vers +00 (on pourra utiliser le changement de variable v = (n+ 3)t).

6. En utilisant le théoreme de Banach-Steinhaus énoncé ci-dessous, montrer qu’il existe une
fonction continue dont la série de Fourier diverge en 0.

Théoréme de Banach-Steinhaus : Soit E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé,
et G une famille d’applications linéaires continues de E dans F'. Ou bien (||¢||)ecc est bornée,
ou bien il existe x € E tel que supgeq [€(x)]| = +00.



