L3 MFA MATH 302 ORSAY 2017-18
INTEGRALE DE LEBESGUE

Devoir n°1

Exercice 1 - Soit f : R — R, une fonction mesurable. On suppose que [ f(z)dz €]0,00[. Soit
a > 0 un parametre fixé et soit (a,) la suite définie par
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1. Premier cas : on suppose que 0 < o < 1.

(a) Montrer que m(f # 0) > 0.

(b) A T'aide du lemme de Fatou, montrer que la suite (a,) tend vers +oco.
2. Deuxieéme cas : on suppose que a = 1. Montrer que la suite (ay,) tend vers [, f(z)dz.

3. Troisieme cas : on suppose que « > 1.
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(a) Montrer que pour tout > 0, (1 + z%) < (1 + z)* puis que la fonction z —
bornée sur R .

(b) Montrer que la suite (a,) tend vers 0.

Exercice 2 - Soit f : R — [0, +0c] une fonction intégrable . Pour ¢t > 0, on pose

o w
PO = |y

1. Montrer que F est finie et continue sur R* et que limy_, 1o F(t) = 0.

2. Montrer que F est de classe C'! sur ]0, +ool.
(pour la majoration de la dérivée, on pourra considérer la partition ({f < 1}, {f > 1})).

3. Montrer que la quantité (F(t) — F(0))/t admet une limite [ € R lorsque ¢ — 0.

4. Quelle condition nécessaire et suffisante doit vérifier f pour que F soit de classe C'! sur RT?



